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1.1

1.2
13

14

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

a) (2n)=(2;4;6;8;10;12;..)

b) (D) =(-13+1;-13+15-15+15..)

¢) (n*-n?)=(0;4;18;48;100;180;..) d) (n'2"‘>=<l;l;2,;— % 332 >

2°2°8

n-1 J1.1.3.2.5, -1\ _/ 3.4 15 12 35,
o (L)-035555) D <,.z+.> (035555 >

4n-1 3.7.11,3.19, 23, 20+l 1.
8) <(.,+,)z>‘<z 53165736049 ) h) (D)= (1115 -15-15-15..)
i) ((—1)'"‘) (+1;-L+1;-141-15.) ) (1 (-1)) (2;0;2;0;2;0;..)
k) (cos(n-m))=( -1;+1;-1;+1;-1;+1;..) 1) (sin(n-x))=(0;0;0;0;0;0;..)
m) (1-cos(n-m))=(2;0;2;0;2;0;... n) (1+cos’(n-m)=(2;252;2;2;2;..)
0) (cos(2)>=(0;—l;0;+l; 0;—1;...) pP) <sm (2» (1,0,1,0,1 0;. )
a) a,=(1;4;1;16;1;64;..) b) x,=(2;1;4;3;6;5;..)
a) (L1;1;1;1515.) b) (I;-1;+1;-1;+1;-1;..)
©) (2:;3;4;5;6;7;..) d) (1;2;4;8;16;32;..)
e) (0;-2;0;-2;0;-2;..) e) (LLLLIL;LITL;L111;L111115.)
a) (1;1;3;7;17;41;..) b)(0;1;2;3;4;5;...) ©)(1;1;0;-1;-1;0;..)
d) (0;1;0,5;0,75;0,625;0,6875;...) ) (2:1;3;2;2;23;..)
a) x,=(2;2;2;3;3;3;3;3;4;4;..) zB.:int(1++/5) =int(3,23..) =3
b) y,=(0;2;2;4;4;6;6;8;8;10;..) ZB.: 2mt() 2.int(2,5)=2-2=4
c) =(1;0;1;0;1;0;1;0;1;0;...) zB.:5:2=..Restl; 6:2=..Rest0
d) v,,=(1;2;0;1;2;0;1;2;0;1;...} zB.:5:3=...Rest2; 6:3=...Rest0
a) (2;5;8;.) = a,=3n-1 b) (10;9;8;.) = b,=11-n
¢) (0;0,1;0,2; ..) =>u,,=“l—:)1 d) (2;6;18;54; ..) = a, =2.3""
e) (2;1;0,5;025;.) = u,=2"" ) (I;-L;1;-1;.) = u, =)™

n | x

1 2

2 1,5

3 1,29630

4 1,26093

5 1.25992
a) (1,8,11,10,5,12,15,14,9,0,3,2,13,4,7,6, 1, ...)
b) (0,3,8,11,0,..)
) (6,7,13,1,9,9,9, ..)
d) (3,4,5,6,7,8,9,10,0,1,2,3,...)
a) a,= 46, s, =375 b) a)=2, s, = 893 c)d=7;s,=872
d)n=19; s, = 1463 e) ar,=18; s, = 558 f)a;=4;a,=37
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110 a)a;=l;as=a;+4d=1+4d=10 = d=2.25; (1;3,25;55; 7,75; 10)
b) (1;2;3;4;5;6;7;8;9;10)
111 a,=3;n=34,2;4=135;= ayy=a,+33.d = d=4; (3,7,11,15, ..)
112 a +(n-1)d> 1000; 4+ (n-1)-5> 1000 = n> 12! =200,2; das 201-te Glied az; = 1004
1.13 a)a; =205;d=-12m/s=-43,2 km/h ; a,=a; + (n-1)-d =50 = n=4,59; nach 3,59 s
b)a,=a; +(n-1)-d=0 = n=5,75s;nach 4,75 s
1.14 2 Punkte: Py(1/1), P2(2/1,8); y=kx+d; k=0,8; P;: 1=0,81+d=>d=0,2: y=0,8x+0,2
115 a,_ =a, —d;a,, =a, +d; a“";a"*‘ =a“_d;a"+d =a,
n(n+l)
2

116 a, =1;a,=n;d=1; s"=%~(al+an)=%‘(l+n)=

117 1+2+3+..+12=spai=1;a3=12;n=12 = s, =%-(aI +a,) =613 =78 Schlige

1.18 a;=12;23=68;n=8;a3=a; +(n-1)d = d=8; (12 20 28, 36, 44, 52, 60, 68>; sg = 320

1.19 n=11;5,=30+29+..+20; a;=30;2;;=20; s, =— (3o+2o) 275 Rundstibe

1.20 K, = Endkapital der Einlage am 1. Jénner, K, = Endkapltal der Einlage am 1. Feber usw.
Ki=60+ L2 — 624k, = 60+ LML =622 wsw.a=-02;

Endkapital aller Einlagen s); = %[2 -62,4+(12-1)- (—0,2)] =€ 735,60

121 2,=30;d=4;n=20; s, =%-(2a, +(n-1)-d)=10-(60+19-4) = € 1360,-

122 a)s,, sy, S3, 4, Ss ... Weg (in Meter) nach einer, zwei, drei, vier, fiinf usw. Sekunden
s1=15; 5, =20; s3=45, s4 = 80, s5s =125 usw.;
=5-0=5;2,=20-5=15;a3=45-20=25;a,=80-45=35; as =125 - 80 =45 usw.
arithmetische Folge mitd = 10

b) s10= 500 m C)sip=15+25+... =7° [2-5+(@10-1)-10] = 500 m

1.23 Papierstirke: b;
1. Schicht: u; = 2nxr; 2. Schicht: u; =2nr+b);
3. Schicht: u3 = 2mr + 2b); usw. n-te Schicht: u, =27x-[r + (n-1)-b];
(up) ist eine arithmetische Folge mit dem Anfangsglied u; und der
Differenz d = 2xn-b; Gesamtlénge L = n-x [2r+(n-1)-b];
R-r

n="2t; L= u—(R+r b)~E-(R?-r’) ~7540m

1.24 Es handelt sich durchwegs um arithmetische Reihen
a)a;=1,d=1,n=20:55=210 b)a; =3;d=2;n=15; s;5=255
c)2,5+3+3,5 ..+10,a,=2,5;d=0,5,n=16: 516 = 100
d)-4+(-3,5+(-3)+...+6; a,=-4;d=0,5;n=21; 55, =21

n-1
125 a)a,=23"" b)a,=100,1""=10>" C)a,= %'3"" =3 d)a, = 4(%) = %
1.26 a) a,= 364,5; s, = 546,5 b) a;=0,2; s, =51 c)q=0,5; s, = 79,6875
d)n=8;s,=199,21875 e)q=-2;s,=-136,5 f)n=8;a,=64
127 a,;=a,-q"% a,=a;-q"" und ap+ =a;-q" sind drei aufeinanderfolgende Glieder einer
geometrischen Reihe;

a8, = \/"‘l':ln_2 a,q" = \}al2 '(':‘ln-l)z = alqn_l =
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1.28 2 Punkte: P1(1/2), Py(2/2-1,2); y=ca%; x=1:y= cal=2;¢c= —2~;
a
x=2: y‘=Coa2= %-a’ =2a=24 = a=1,2;damit: c= %; y= y=725~l,2" =2.1,2*"
129 ps= p.yq5 = q= i/ ps/p, =1,0371~1,037 ; mittlere Preissteigerung etwa 3,7%
130 Us= Ul-q4 = q= :/ U,/U, =1,0746 ~1,075; durchschnittliche Steigerung also etwa 7,5%
1.31 ap=140000;q=0,99;n=10= 140000-0,99' ~ 126600
1.32 a) am Ende des Tages vor dem 30. Tag, also nach 29 Tagen
b) nach 28 Tagen c) nach 27 Tagen
133 aj=la,=a-q"' =1-q"' =q""; a5 =q®=10 = q=%10 =1,122;
(1,910,%107..., ¥10® =10y =(1; 1,122; 1,259; ..., 8,913; 10)
134 a3=arq’ =2-a; = q’=2 oder q=v2 = (1;1,41;2;2:83;4;566;8;113;16)
1 1 1 1 1 1 1
1’35 <195a z’ Eaﬁsﬁs asma -">
1.36 a; =10;a;0=200; Werte in kQ
a)ap=a +9-d =d=190/9 ~21,1;
(10; 31,1; 52,2; 73,3; 94,4; 115,6 ;136,7; 157,8 ; 178,9 ; 200 );
R| aufRz . 211 %; R9 aufR;o: 12%
b)ap=a;-¢’ =>q= 220 ~1,39; (10; 13,9; 19,5; 27,1; 37,9; 52.8; 73,7; 102,8; 143,4; 200 );
R, auf Ry: 39%; Rg auf Ryo: 39 %
1.37 a,=50;a,=400; 400=50-q° = q=1,516; (75,8; 114,9; 174,1; 263,9) mm
1.38 Geometrische Folge (Iy, i, ... , Lio); Io Anfangsintensitit, I}, I, ... Intensitéiten
nach dem Durchgang durch die 1., 2. ... Platte; q=1 - 0,05 =0,95.
Lio=15-0,95'" = 0,599-Ip ~ 60% von I .
I,=025I=Ip-q" = q"=0,25, n=27,03; nach der 27. Platte ist die Restintensitét noch
knapp iiber, nach der 28. Platte erstmals unter einem Viertel
1.39 a,=a;q"', lga,=lg(ar-q"") =lga, + (n-1)-q; (Ig a,) ist eine arithmetische Folge mit dem
Anfangsglied Ig a; und der Differenz q
140 a;=5;a,=5%..., ag= 5% sg=a;+..+ag= 5 ——=488280 Personen erhalten einen Brief
1.3, _ _ 665 3. =l. - _ 174075
141 a) a,—E,q-E,n-6 ES sé—ﬁ~10,39 b) a,=3:9=3:n 10 = s, 1024 170,00
c) a =I;q=—3; n=1l=s, =383 35 d 2 =v2;9=v2; n=12 = s~215]
2 1024
1 1 2 2
142 a) a =z;q=z;n=8 = 540,333 b) a, =539=3; ;n=12 = s, ~0,667
37 (3) 3\ _(3)? 3 3\ 3\ 3
C —_— — — =| — . — —_ M = — . = - = . =
) (@) o3 () o3 ] =) am Jinmos me2om
d) 31,82+318"+..+31,8 =3182[1+1,8+1,8 +..+1,8'"; s, =742,69
143 1+2+22+..+2% geom. Reihemita =1,q=2,n=64; s, = -2-5—‘—' =2% _1;ca. 1541t
1.44 (po, p1, pz, ... ) ist eine geometnsche Folge, wobei po— 1013 mbar der Druck in 0 m the, P1=Doq

894

P2 = po-q = 789 mbar, p3 = po- q = 696 mbar; ps = pp-q* = 614 mbar.
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1.45

1.46

1.47

1.48

1.49

1.50
1.51

1.52

a) Vo =10, Vi = V1,03 = 10,30; V2 = V1,032 =10,61; V3 = V(1,03 = 10,93 (in Mio. t),
geometrische Folge mit q = 1,03. Beachte, dass hier das erste Glied den Index 0 hat!

b) Va=Voq"=2Vo = q"=2,niInq=1n2, n= mﬁq =234 Jahre

¢)s=Vo+Voq+...+ Voq" ist eine geom. Reihe mit a; = Vo, g = 1,03 und n+1 Summanden;

n+l —_—
s=Vo Sl =M = 1,03 -1=50003 oder 1,03"" =2,5; daraus: n+1 = %31,

n =~ 30. Nach 30 Jahren.

d) Wie oben, aber M = 5000; n =~ 92,8 Jahre

€) Vi - Vo =d =0,3; jahrlicher Verbrauch am Anfang: Vy; nach einem Jahr: V, + d; nach
zwei Jahren: Vo + 2d, ... , nach n Jahren: Vy + n-d; arithmetische Reihe mit n+1 Gliedern.

s= "_” (Vo +V,)="2-(2V, +n-d)= “—“ (20 +n-0,3) = 500; quadratische Gleichung
firn: n; 32,6 (2= -100 3 sachhch mcht sinnvoll). Nach 32,6 Jahren.

f) Wie c), jedoch mit q = 1,01: Vo- 3= ~!1 =M = n=39,7 Jahre

Anfinglicher Verbrauch V, Vcrbrauch nach einem Jahr V| = Vjq, ... , Verbrauch nach n Jahren
Vo= Voq".

= M = qt=2. n= = In2
q=1,04:V,=Vy-q"=2-Vy oder ¢"=2 = n " T0d

3

~17,7 Jahre

_ ... _ In2
q=1,02: n—l“102

3

~ 35,0 Jahre . Zeit wiirde sich etwa verdoppeln.

Jahrlicher Abschreibungsbetrag A =
73000-1000

3°°f‘° =750, Restwerte: <3000, 2250, 750, 0) (in €)

a) A= =9000;
Restwerte: (73000, 64000, 55000, 46000, 37000, 28000, 19000, 10000, 1000) (in €)
b) R, =R, -(1-i)"; i—l—.\.zR" = i~0,415096;

Restwerte (in €):
(73000; 42698,00; 24974,23; 14607,53; 8544,00; 4997,42; 2923,01; 1709,68; 1000)
R, =R, -(1-i); i=1-g/Rn; i=1-¢/-2%%0 - j~0,5358411;
R, 200000

Restwerte (in €): (200000; 92831,78; 43088,69; 20000; 9283,18; 4308,87; 2000)

R, =1191,64; 1-i=1-0,38=0,62; R, = le) = 5000; Neuwert: € 5000,-

a) Rs = 60000 - 5-11000 = 5000
b) A2 = 11000 = i-Ry-(1-1) = 60000-i-(1-i); i-(1-i) = 11/60; quadratische Gleichung fiir i:
= 11 =0,2418; i = 1-i; = 0,7582; durch den Abschreibungsbetrag A; ist die Abschreibung
nicht eindeut1§ festgelegt!
Rs =Rg(1-i)° = 15033,74 bzw. Rs =Ry (1-ip)® = 49,60
Die beiden moglichen Restwertfolgen lauten:
(60000; 45491,93; 34491,93; 26151,75; 19828,22; 15033,74) bzw.
(60000; 14508,07; 3508,07; 848,25; 205,11; 49,60)
a) Rg =Ry +4-9000 = 37000 (in €)
b) R3 =Ry + Ay = 10000; i = Ay/R3 = 0,9; Ry =Ry(1-))* = Ro=10% (in€)
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1.53

1.54

1.55

1.57

1.58

1.59
1.60
1.61

1.62

1.63
1.64

1.65

1.66

1.67

l‘om = i~0,369043; Ry =Ro-(1-)*; Ax = R - Re = i-Rucs

Folge der Restwerte Ry (in €): (6309,57 ; 3981,07 ; 2511,89 ; 1584,89 ; 1000)

Folge der Abschreibungsbetrige A (in €): (3690,43; 2328,50; 1469,19; 926,99; 584,89)
b) Aj=iRo; Az =1R;=1i(1-i)Ro = (1-i)A), A3 =1iR;=i(1-)R)=(1-i)Az; usw.

d.h. Ay = (1-i) Ak, flirk =2, 3, 4, ...; (Ay) ist eine geometrische Folge mit q = 1-i.
S5As+ 4As+ 3As+2As+ As=15A5=65000 - 5000 = As = 4000,
(An) =(20000; 16000; 12000; 8000; 4000)
(Ra) = (65000; 45000; 29000; 17000; 9000; 5000)

a) i=1-3

a) € 125778,93 bzw. € 77 217,35 1.56 a)€116038,26 bzw. € 90919,01
b) € 330659,54 bzw. € 124622,10 b) € 264135,74 bzw. € 162156,43
c) € 144865,62 bzw. € 67100,81 c) € 126718,58 bzw. € 86242,54
R =10000; q=1,06;n=12
a) vorsch. Rente; E, = € 178821,38 b) nachsch. Rente; E, =€ 168699,41
Barwert einer vorschiissigen Rente; B, = E—: =R —"TT-IB =€261706,42
q q -(q-
Barwert einer vorschiissigen Rente; a) € 16215,64 b) € 14493,78 c) € 13518,05

1000-1,06 = 1060,00
Holzbestand nach n Jahren: 100000-q" - 10000-(q"-1)/(g-1)

a) 172918 m* ~ 173000 m® b) 100000 m®, da Abholzung gleich Zuwachs pro Jahr
Anfangsguthaben 6 Jahre aufzinsen. Die zusétzlichen
Zahlungen konnen als eine vorschiissige Rente iiber B vorschiissige Rente
5 Jahre gesehen werden: 0 1 2 3 4 5 6 ¢t
5
1000-q° + 1oo.q-"—_‘T' = €1740,89. N I
4 1000 100 100 100 100 100

Alternativ: Alle Geldbetréige auf den Zeitpunkt t=6
einzeln aufzinsen und danach addieren.

i=6%: € 167603,35; i=6,25%: € 175578,67; prozentueller Unterschied: 4,76%
€ 10603,60 bzw. € 9818,15 bei Aufschub; Unterschied: € 785,45

10
a) q = 1,08; 20000 + 800- "q—‘l'% = €25368,07 ~ € 25400
-1 q
b) Barwert der jéhrlichen Ertrige R = Barwert der Investition;
10
25368,07=R-L 1.1 = R=€3780,59
q-1 q
Jahr Schuld Zinsen | AnnuititA | Tilgung | Schuld
Jahresanfang Jahresende
1 40000 3200 15000 11800 28200
2 28200 2256 20000 17744 10456
3 10456 836,48 A;=11292,48 10456 0

a) Annuitit A = Ko-q"™ iil =€9495,86
-

Jahr Schuld Zinsen | Annuitit | Tilgung |  Schuld
Jahresanfang Jahresende
1 40000 2400,00 9495,86 7095,86 32904,14
2 32904,14 1974,25 9495,86 7521,61 25382,54
3 25382,54 1522,95 9495,86 7972,90 17409,63
4 17409,63 1044,58 9495,86 8451,28 8958,35
5 8958,35 537,50 9495,86 8958,35 0,00
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1.68
1.69

1.70

1.711

1.72

1.73

1.74

b) Annuitit A = € 5434,72

Jahr Schuld Zinsen | Annuitit | Tilgung |  Schuld
Jahresanfang Jahresende
1 40000 2400,00 | 5434,72 3034,72 36965,28
2 36965,28 221792 | 5434,72 3216,80 33748,48
3 33748,48 202491 | 5434,72 3409,81 30338,67
4 30338,67 1820,32 | 5434,72 3614,40 26724,27
5 26724,27 1603,46 | 5434,72 3831,26 22893,01
6 22893,01 1373,58 | 5434,712 4061,14 18831,87
7 18831,87 1129,91 | 5434,72 4304,81 14527,07
8 14527,07 871,62 5434,72 4563,09 9963,97
9 9963,97 597,84 5434,72 4836,88 5127,09
10 5127,09 307,63 5434,72 5127,09 0,00

Nein, da die Zinsen im ersten Jahr schon € 70,- betragen; Mindestannuitéit A = € 70,-

a) Annuitit A = Koq™-3-L =€2755,02  b) A=€2700
Jahr Schuld Zinsen | Annuitit | Tilgung |  Schuld
Jahresanfang Jahresende
1 11000 880 2700 1820 9180
2 9180 734,40 2700 1965,60 | 7214,40
3 7214,40 577,15 2700 212285 | 5091,55
4 5091,55 407,32 2700 229268 | 2798,88
5 2798,88 223,91 2700 2476,00 322,79
Kreditrest: € 322,79
108 -1
Angebot A: 6 + 2'—0_.08—‘r08—7 =€ 16,41 (in Mio.),
1,08°-1 1 e
Angebot B: 41 08-—-———s =€ 17,25 Mio.; B ist giinstiger
0,08 1,08
Projekt A: - 30000 + 10000-'—"6707"-0—- € 17665,40 ~ € 17700
Projekt B: - 55000 + 15000-1?)77_1-7—6 16498,09 ~ € 16500; Projekt A ist giinstiger
a) Abstand ]2-2—“ =|Ant22 | 2 =i < 0,01 = n>199, also N =200
n+l n+l n+l
b) 2 <0,001 = N =2000 ¢) 2 <0,0001 = N =20000
n+l n+l
.1 .o . 1 . 1
) lim-L =0 b) lim L =0 9 lim-1- =0 d) nm(2+_z)=2
e) |im(2—1)=2 ) |im(1+i)=1 g |im(L+2) 2 b lim™t= Ilm(]——)=l
n—> n n—o nz n—o 3n2 n noo
a) lim 27! - hm(2——)=2 b) tim =20 = hm(——3)=—3
L B _ . 3+2n? . (3 _
°) .lnl-»nl n? ‘.'.L'E’,(“n_z)" 9 .I.L'E n2 _.I.I-To(n_2+2)_2 ©) |lal—'>2(n+3)2
@+)? _ . 2.1)_ (" M
0 Im® P -in(1elez)=t o tmg) o w3 |0
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175 a) <\/H > =(1;1,414;1,732;...) , streng monoton wachsend, nein (bestimmt divergent)

b) (sin (n-7))=(0;0;0;...),
d) (tan(n-7))=(0;0;0;...
B (3+2-¢-D")=(1;5:1;5;1;...

) , nein

h) (nmod2)=(1;0;1;0...), nein

ja, Grenzwert: 0
2, ja; Grenzwert: 0

¢) (cos(n-m))=(-1;+1;-1
e) (cos2 (n-;r)):(l;];];...),ja, Grenzwert 1

) -<_l~l._l. 1,
g (2),. 2’4’ :Tg’--

.., D€IN

.>, ja, Grenzwert: 0

- —_— — — 2 —
176 o 2n-1_2-Un b)2r21 1_2/n 1/1; 0-0_,
n+l 1+¥n n+1  1+1/n 1+0
n’+n’-1 1+1n-1/n’ -n*+2n2+3 -1+2/n’ +3/n* 1
<) 2 = 3 d) 3 = 3 ->-3
n’+1 /n+1/n 2n* +1 2+1/n 2
IR N N Ao _yn
1+J_ 1/J_+1 0+1 l+n UYn+l 0+1
2 _ e By D 1/vn 0
1+JH 1/n+1/JH 1+nvn 1/m/_+1 0+1
2 _ _1/n3
177 a) n _ 1 -1 b) 3n-2n _ 3-2/n2 c)n 4;11 1=1+1/n 1/:1
n-1 1-1/n n-1 Yn-i/n n’-n  ln-ln
a 30’ +n’+n+1_3+l/n+1/n’ +1/n’ L3 o 1 1+1n 1 140 _
2n° +2n 2+2/n? 2 1-Yn 1+2/n 1-0 1+0
ﬂg+ 1 1+ln o 1 140 _
n 1-1/n 1+2/n 1-0 1+0
2/n-1 1 1 11
+ . >-l+— ——=-1+1=0
® = 11/J' 1+2/n 1-0 1+0
178 bi=2d; b= -E-E—b., by=42. %=b,, sby=nZ. ;—b,,.. jedes Folgeglied by st
gleich b, = Ed , dieser Wert und nicht d ist somit der Grenzwert der Folge (by) !
1.79 Bei jedem n-ten Schritt werden die Dreiecksseiten gedrittelt, wihrend sich ihre Anzahl viervier-

facht; n = 0 bezieht sich auf das Ausgangsdreieck, n = 1 auf die aus dem Ausgangsdreieck
entstandene erste Figur, einen sechszackigen Stern, usw.

0 1 n
U, =3a-=3a~(g) 3 U, =3a'(§) 33 Uy =3a-(§] ; ... {Up) ist eine geometrische Folge mit dem
Grenzwert co.
2*/_ '8_3_ ‘lzz's/i_ ( l)
Ag=at 5 A=A, +3 (-) Do+ (;)a Poa,(1+1),
a) V3 _ 1V 2 3 _ 1,34)_ 1,14
A=A +3-4-(9) ~T-A,+3~4-(;J a?Doa, (1+§+_2)_A0 (1+§+3 3), ,
_ 1,14, L1 4\ 1 _4
A, =A,- l+3+§ 3t-t3 (5) ; enthaltene geometr. Reihe: a 3955
geom.vReihe
A, =Ao'(l+&)—>Ao-( 11{3/9) 3 -A,. Die Schneeflockenkurve besitzt also bei einem

endlichen Flicheninhalt einen unendlichen Umfang!




1 Folgen und Reihen

1.80

1.81

1.82

1.83

1.84

1.85

1.86

1.87

2 20 _ 2 20 _3_ 1.3
a)s—l_—’l—? b)s—m—ll (.';)S—l 6 d)S—i 2
2 3
1 10
a)a=3;q=5;s=6 b)a-— q-—,s 3 c)a=1;q=0,; s=3
1oa=_01 «=10 —1- =__1. =2 _1 4
d)a=1;q=-0,1; s T e)a=1;q p8=3 fa=Z%; q= 33 5=3
gl 4 100 . |
Pa=2iq=-3is=5 W a=105q=0L;s=10 Da=4;q=L;s=4.0+42)
cq=t:s=3 =Llg=l.5=1 =1l.g=1.4=1
a)a=1; q=3 > b)a—3,q 3553 c)a 5> 4=3:8=¢
d)a=1; q-—,s=% e)a=—-l;q——%;s=—% f)a=3.0,9; q=09; s=27
g)a=3-0,9°; q=09; s=17,71 h)a=0,5-0,8; q=08; s~3,91
. 2 . 2, 1.,5_02 _2
a) 0’2-E+W+"" a=155 4=’ 0,2 1019
5 9.9 9. 1 .4
b)09——+m+ E,q--10,0,9—1
¢) 032=0,3+0,03; 0,02 = 2 L a=2.q=1;000=2;033=03+2=2
100 1000 7’ 1oo’cl |o’ ’ 90~ 90
4 25=2+05; 03=24 2k a=2s q=r 05225 25= 2+§_§
_ 3,2 3 _g 23 23 _1 57_23
°)023'_+W Wﬂoooo =100 10000 =100° 9100’ %375
4 ) 4 103
f) 1,04=1+0,04; 0,04 = 100 + o000 T 32 loo’q 004-— 1,04=1+ +55 =99
1 R 10 10 _307
g) 3,10=3+0,10; 010——+W+...,a 55 4= 100 010- ; 3,10=3+ %
2 ca=_L.
b) 0,02= 1oo o000 " 'W’q' 100° 0,02= 99
234 234 _ﬁ. _ g 234 _137
i)1,234=1+0,234; 0234_1_+ 08 o7 4= 102,0234 ;1,234=1+22 595 = 111
= 23 23 23 _ 61
j)0,123=0,1+0,023; 0023——+los =079 100 0023—— 0,123= 01+990 95
ﬁ=§ und a‘q=%; daraus a-ﬁ in die erste Gleichung eingesetzt, ergibt: q"-q- — =0;
S RO N VR DA IO L IO
W2= 5585256 sttt st

ﬁ =27= a=27-(1-q);
ataq+aq =a(l+q+q)=27(1-9(1+q+q)=27(q - 1) =27-q’ - 27 = 26; daraus

Q= % und weiters q = %; a=27-(1-q)=18;

a)100+10+ 1+ L+

) A, =1*-1. ( ) =1
1 8§ 8
Alogmgimg-

1

m}',...

(in m); geom. Reihe: a=100m, q= I

2

2
18+6+2+§+§+...

1

b)-2= 1il,im
1-q




1 Folgen und Reihen

1hreSummelstW—9 Daher lu'nA —1—— 9=0.
A 48 .. 4 (8} . .4 8 (8) 8y |,
b) U =4+%; U, =0, + 3.2 U3-U2+3-(§) - Un-4+§-[l+§+(§) +...+(§) ]

2 n-1
da [1 +§+G) + +(§) ] iiber alle Grenzen wichst, gilt dies auch fiir die Umfiinge Up:
limU, =,

Der SIERPIENSKI-Teppich ist eine Flidche mit dem Inhalt 0, aber mit unendlich grofem Umfang!

2
1.88  Seiten: a; a~%; a-(-j—i) .

a) Umfénge: 4a; 4a- J" a;... unendliche geometrische Folge a

mit dem Anfangsglied 4a und q = 71_2— ; Summe:

llN_—4a(2+\/—

b) Flicheninhalte: a’; a® -—;-;.a2 -%;... unendliche geometrische Folge mit Anfangsglied
2 _ 1. . a? —n.a2
a“und q 3 Summe: 1—1/2_2 a
f oL 3,8,
1.89  Seiten: a; 35 75
a) Umfinge: 3a; 3—8, ::a ..unendliche geometrische Folge mit y N
_ 1, . 3a _
dem Anfangsglied 3a und q = 3 Summe: Y] 6a /

2 2 2
b) Flicheninhalte: aT\/E ; ?—6«/3 ; 2—8«/3 ; ... unendliche geometrische Folge mit dem

a
., a? 1. */_ a?
Anfangsglied Twﬁ und g = 7 ; Summe: 1 =y Twﬁ

. 1 1)2
1.90 Radien: r;-r-—; l‘-(—) 3 e
2 2

2
Halbkreisbogenldngen: 7 r; z-r'%; Tr G) ; ... ; geometrische Reihe mit dem Anfangsglied

7-r und q——— Summe: L = =2r-r

1- 1/2
1.91 Hohen (in m): 2; 2.0,8; 2-0,82,

Gesamtweg: 2 +2:2:0,8 +2:2.0,8> + ... =2 +4.0,8:[1 + 0,8 + 0,8 + ... ] =2+ 3,2- Tﬁ =18m



2 Diskrete Systeme

2 Diskrete Systeme

2.1

Differenzengleichung: y, = 1,04-y,.; -20 mit yo = 500
22 yp=1,06-yp.1 - 2000; yo = 10000

23 Y1 Y2 Y3 Ya Ys Yo
a) |1,13 1,56 1,78 1,89 1,95 1,97
b) |1,31 2,64 4,30 6,38 8,97 21,21
c) |1,25 2,25 3,25 4,25 5,25 6,25
d) 10,875 0,563 0,719 0,641 0,680 0,660
e) (0,625 0,063 0,906 -0,359 1,539 -1,309
f) 0,75 0,25 0,75 0,25 0,75 0,25
Ya ; 239 Ya
23b) » 2
6 o //
1 23d
4 / e b 1 2 3 & 5 \6n
S 1 \
3 e
’/ 232) 2 23e)
o S
'./ Y
b1 2 3 4 5 6n 1 239
‘\'/"\\/'\.
1 2 3 4 5 6n
-1
24 Y1 y2 Y3 Ya Ys Yo
a) 5 4,5 4,25 4,13 4,06 4,03
b) 2 3,5 2,75 3,13 2,94 3,03
c) 2 2,5 3 3,5 4 4,5
d [2 2 2 2 2 2
e |1 3 1 3 1 3
f) 1,55 2,71 3,98 5,37 6,91 8,60
g |06 228 026 268 -022 326
Y Ya
7 2244
6
5¢ . 5 /
L e 24c¢) /
4 \\ \“\'74: 2.42) 4 I 24
. ol s 4g
3 \ ) // ‘/jW 24 b) 3 ) A\ 1}24 e)
2| ¥ 2-~\7 A\ YT
+/ \\ o // \ \_.‘ / // N //l
1 IRV
! ¢ ¥ N/ \ s
o e ‘ \
b1 2 3 45 6n b 1 2 3 4 % 6n

Zinsen am Jahresende: 500-0,04 = 20; bei einer Abhebung von € 20,- bleibt der Kontostand gleich.
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2 Diskrete Systeme

25 b) )
Y. , Yy A
3] L/,-‘L 3 ~
// 4
2 7 2 e
7 //
! (- 1
,~~ kein Fixpunkt " kein Fixpunkt
01 2 3 X 01 2 3 x 01 2 3 x
€) L))
Y kein Fixpunkt y kein Fixpunkt
2 /// 1 ~
’ 4t
//
T T T > 2! T
1, 2 X o N\ X
26 a) b) <)
Y, | . )
3 / y3, kein Fixpunkt .
// 4
2 i e
Z / 2 >
1 ) ,
7 | Fixpunkt 7
0 1 3 X o
0 1 ANXx
d) )
y . y .
3 - 3
// e
2 ¥ 2 s
/// .
" 1 kein Fixpunkt 1 .
i ) \Fixp] kt
0 1 2 3 x o 1 ‘2 3 x
2.7 y 4
7 y1=0,252; y2=0,528; y;=0,698;
/ﬁ,\ ya=0,590; ys = 0.677: ys=0.612
— > |
d Fixpunkte: x = 2,8-x-(1-x)
7 Losung dieser quadratischen Gleichung mit Hilfe
021 1,7 des Produkt-Null-Satzes:
F ) IFZ > x[1-2,8(1-x)] =0; x;= 0; x2=0,643.
“/o0 02 X Damit liegen zwei Fixpunkte vor.

12



2 Diskrete Systeme

2.8 Ldsung von y, = a-yn +b beim Anfangswert yo:

b) ., b .
Yn= (yo—:)a +—I_—a,wemla¢l,
b _,, b _ 7 _9 (1)
D == B=g(3) 2
31,2 =3
d)Yn— 12( 2] +3 e)yn 20(

Yn=Yo+bn, wenna=1.

o

Dy, =31 +;

17
b) Ya _T'
2
5

2.9 Losung von y, =a-yp; +b beim Anfangswert yo wie in Aufgabe 2.8:

a)y, =4'(%)n +4
dy,=1

h) y..—— (-1 +—

oy, =3'G)"+1

2.10 Yo | Y1 y2 Y3 Y4 Ys

b)y,=2:(-1] +3

Ye

c) yn=—( 3

©) Y, =%+n

f))’..=1,5+0a5‘n g) yn=2

i)y,=105-11"-10

y7

Yo

) y.=05(-12)"+3

Y10

0,101
Keine empfindliche Abhéngigkeit!

211 a)

0,182 0,297 0,418 0,486 0,500

[FAIN 0 autd 1)
monoton wachsend

———

b) [T ERibonltracelredrapnlathloraels 17 )

1 £

konvergent (oszillierend auf einen
Grenzwert)

d) Mathcad:
k=35 n:=0,1.50
Yn:= |01 if n=0
[k-yn-1-(1-yn-1)] otherwise
Vn=Yn

Die Folge (v,) wird als Strecken-
zug (Linie) gezeichnet.

Der Graph wurde zweimal
gezeichnet Style): einmal mit

Square, das andere Mal mit Line

0,100 (0,180 0,295 0,416 0,486 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500
0,500 0,500 0,500 0,500 0,500

©) [FERket1acekesrapntatora” 1% |
divergent (oszillierend zwischen zwei
Werten)
0 10 20 e e .

50

Divergente Folge (schlieBlich zwischen vier Werten
oszillierend)

13



2 Diskrete Systeme

e) Excel: B4 - £ =$B$1°B3(1-B3)
A c [ T ®E T F T[T 6 T H T
1] k= 4 I ! | i |
n Yo
0 100 121
1 360
2 922 0
3 | 0289 08 -
4 0.822
5 | 0585 06 -
8 | 0971
7 1 0113 04
8 | 0402
9 | 0962 02
10 0,148
1 0,504 0o T T T T \
12777 naAn 0 10 2 30 40 50
Divergent; die Folgeglieder springen anscheinend willkiirlich zwischen 0 und 1
hin und her, das Verhalten ist “chaotisch” geworden
2.12 a) B4 e) C4 -
A A B
R . L . =
2 Yn ¥n 2 Yn
3] 0 5000 0,5010 3| 0 0,5000 0,5010
m 1 8778 08771 1 4,3879 43855
5] 2 6380 0,63%4 5| 2 -1,5841 ~1,6054
6| 3 0,8027 0,8025 6| 3 -0,1163 -0,1731
71 4 0,6948 0,6949 71 4 49662 4,9253
8| 5 0,7682 0,7681 8| & 1,2656 1,063
9|6 0,7192 0,7192 9| 8 1,5503 24604
o] 7 0,7524 0,7523 1] 7 0,1026 -3,86840
1] 8 | 07301 0,7301 1] 8 49737 -3,6843
8] 35 0,7391 0.7391 3| 35 1,7068 43184
39| 36 0,7391 0,7391 39| 36 -0,8770 19183
0] 37 0.7391 0,7391 4] 37 38971 -1,7073
41] 38 0,7391 0,7391 41| 38 -3,6395 -0,6803
42| 38 0,7391 0,7391 42| 39 43929 3.6668
[43] 40 07391 | 07391 43| 40 -1,5703 -36748
Fiir k = 1 oder 2 besteht nur eine geringe Abhéngigkeit der Folgeglieder vom Anfangswert yo;
sie ist stark fiir k = 5 (“chaotisch”).
213 a) b) B4
LTS A
v u%wl n-1)-.2-ut(n-2) 1 n
ui, 2 0
u ﬁ o
uid= —
Ul - 5 3
22 6] 4
g 7 5.
8 8
2.14 Mathcad: 1
n=2,3.6 1
Yor=1 y1:=1 03
Yn:=1-0.7-yp-2 y=| 03
0.79
0.79
0.447

14



2 Diskrete Systeme

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

221

Mathcad n:=0,1.50 yp:= |2 if n=0
2 if n=1

Vp =
n = Yn (0.1-Yn-1 — 0.5-yn2 + sin(100-n)) otherwise
2
.yn. L ]
Vi 0 10 20 30 50
2

Differenzengleichung: y, = 1,03-y,.1, yo=50000; n=1,2, 3,...

Losung: ya = (yo —%)-a" +2 mit a=1,03undb=0 = y, = 50000-1,03"

ya Kontostand am Ende des n-ten Jahres; y, = 1,04-y5.1 — 20, yo=500; n=1, 2, 3,...

Losung: ya = (yo ‘TEE) " +% mit a= 1,04 und b=-20 = y, = 500; die Abhebung von € 20,-
schluckt genau die Zinsen

yn Kontostand am Ende des n-ten Jahres;

Yo = Y1+ R)-q=Yn1-q+R-q; yo=0,wobei q=1+i und n=1,2,3,...

Lésung: y, = (yo —T_l-j;)-a" +% mit a=g,b=R-q =

1-a
=(0-R Vg + R =R.q- ! =2100.1,05"-
Ya (0 l_q)q +l-q R.q - 2100-1,05" - 2100
a) Yn Restschuld am Ende des n-ten Jahres; y, = 1,06-yn.1 — A, yo = Ko = 100000
b) Losung: ya = (yo—%)-a" +° mit a=1,06,b=-A =

1-a
A
Ya —(Ko ‘ﬁ

A=K,-q"-31 =100000-1,06" - 2% _ = 13586,80
q" -1 1,061

a) yp = 1,08-100000 — 20000 = 88000; y, = 1,08-88000 - 20000 = 75040; y; =61043,2
b) ¥n = 1,08-y5.1 — 20000, yo=100000, n=1,2,3, ...; yi, y2 und y; wie in a)
¢) Losung: y, = (yo —%}a" +%, o = 100000, mit a= 1,08, b =-20000 =

Ya = 50000-(5 - 3-1,08"); yn=50000-(5 - 3-1,08") >0 oder 3-1,08"<5

nach Logarithmieren erhilt man n < 6,64; damit 6 volle Riickzahlungen
d) Restschuld (Ende des 6.Jahres). ys = 50000-(5 - 3-1,08%) = 11968,85

)~q" +% = 0; nach n = 10 Jahren soll y, = 0 sein ; daraus

a) yp=05yn1+1, yo=1,wobein=1,2,3,....
. = _L .q" L =21 - n
Loésung: y, (yo l_a) a’+—~ 2:(1-0,5".
Mathcad:
n:=0,1.15 Xn:=1

i e # i LI

0 5 10 15
n

15



2 Diskrete Systeme

2.22

2.23
2.24

2.25

b) yo 0; y1=05vy0+1,y1=1; n22:y,=0,5y, mity, =1 .. Losung: y, = 0,5"".
Mathcad:

n:=0,1.15 2 2
Xp:= |1 if n=0 ;ﬂ Yn
0 otherwise 2
yni= |0 if n=0 0 5 10 15 [) 5 10 15
(0.5-yn-1+ Xn_1) otherwise n n
5 . £ =0.9048°C4+B5-84 a) Niedrigere Frequenz. w =0,1/3
) 15
A B D = .
1 |e- | 0,0333333 5 1] LeTtee
2| n Xn Ya E 05] "\\
al o 0 0 z s, 7
4] 1 00333 | 0,0333 % J W 7
& 2| ooess | 0063 % 05 % " S
6| 3 | 00998 | 0,0908 2 R
7] 4 0,1329 0,1181 >
8 5 0,1659 0,1371 -15-
n [+] n 1N07 n 180 n
' b) Mittlere Frequenz w =0,1 ¢) Hohere Frequenz w =0,3
15
.E'\ 1 ﬁ 14a
Eos g 05
2 8
c 0 c 0
x x
Z o5 g 05 *
o o
s s
15 A5
n n

0,5; 1; -6; 0,5; 1, -6; ... ), periodische Folge

11 1,11 1 1
O I T S L X -)
Der genaue Wert des gesuchten Flicheninhaltes (eines Trapezes) ist 2,5.
Xp-1 ist Funktionswert an der Stelle t = (n-1)-At; Xp. = (n-1) At +2; analog: x, =n At +2;
a) At=0,2: yp =y + 0,2:[(n-1) 0,2 + 2] = yp.; +-0,04-n+ 0,36, yo=0;
5:0,2=1 = ys; ist der gesuchte Flicheninhaltswert;
y1 =0,40; y>=0,84; y3=1,32; .y, =1,84; ys =2,40
At=0,1; yo=yna +0,1:[(n-1) 0,1 + 2] =yu.; +0,01-n+ 0,19, yo=0;
10-0,1 =1 = y)q ist der gesuchte Flicheninhaltswert;
y1 =0,20; y»=0,41; y3 =0,63; y4=0,86; ..., ys = 1,88; y9=2,16; y10 = 2,45

b) At=0,2: yp=ypg + %-0,2-[(n -1)0,2+2+n0,2 + 2] =y, +0,04-n + 0,38; yo=0;

5:0,2=1 = ys ist der gesuchte Flédcheninhaltswert;
y1=042; y,=0,88;y3=1,38; .y =1,92;y5=2,5

At=0,1;y,=yn1 + %~0,1-[(n -1)0,1 42+ n0,1 +2] =y, +0,01:n + 0,195; yo = 0;

10-0,1 =1 = ys ist der gesuchte Fldcheninhaltswert;
y1=0,205; y2=0,42; y3=0,645; y4=0,88; ..., ys=1,92; yo=2,205; y10=2,5



2 Diskrete Systeme

2.26 Salzmasseny,ing: a)y1=2; y2=3; y3=3,5
b) Ausgangssituation: 1 Liter reines Wasser, yo =0
In jedem Zeitschritt werden zur vorhandenen Salzlésung von einem Liter noch 4 g Salz
hinzugefiigt, 1 Liter reines Wasser beigemischt und dann die Hilfte der neuen Losung
abgegossen; y, ist der in der Restlosung verbliebene Salzgehalt:
Yo=Y (Yn1 +4)=V2yn1+2; yo=0
c) Lésung: yn=4-[1 - ()"l = 4, d.h. der Salzgehalt konvergiert gegen 4 g

2.27 Von allen auftretenden physikalischen GréBen sind nur die Zahlenwerte inden zugehérigen SI-
Einheiten angegeben.
up = (1-k)-upg + kU, up=0; k=At/(RC)=At/1 =At; U=100
At=0,1: u,=09up; +10,u,=0;
Lésung: yo = (uo -%) a*+-2 mita=0,9undb=10=> u,=100.(1-09";
t=n-At=RC =1 bedeutet n = 10: ujo = 65,13
At=0,001: u, = 0,999-u,.; + 0,1, up=0;
Lésung: y, = (uo —%)-a" +% mita=0,999 und b=0,1 =
up = 100-(1 — 0,999%); t=n-At=RC = 1 bedeutet n = 1000: ;000 = 63,23.
Zeitkontinuierliche Losung (siehe ,,Ing. Mathematik 4, Seite 145, dort U =15 V und RC = 0,5):
u(t) = U-(1-¢*%); damit. u(1) = 100-(1-¢"") = 63,21.

2.28 Von den auftretenden physikalischen Gréfen sind nur die Zahlenwerte in den zugehérigen SI-
Einheiten angegeben.
Vo= Vp1 + gAt=vy, +0,1-g,vo=0;
Lésung von y, = a-yn1 + b, wenn a = 1: y, = yo + b-n; somit: v,=0+0,1-g:n;
mit n-At = 0,1-n = 4 folgt n = 40; v = 0,1-g-40 = 4-g. Dieser Wert ist unabhéngig von der Grofe
der Zeitschritte At. Dies stimmt mit der genauen Formel v = g-t iiberein!

2.29 Von den auftretenden physikalischen Gréflen sind nur
die Zahlenwerte in den zugehérigen SI-Einheiten 3
angegeben. 2
Vo = Va1 + (8 — K/mvy YAt = 3

= + — R 2y, =0 ni 1

Vot + (10 = 5/9-vp.1?)-At, vo=0; nichtlineare I@
6

Differenzengleichung.
At=0,01: nAt=0,5= n=50;
Va = Va1 + (10 = 5/9-v4,12)-0,01, vo=0;
vso = 3,5269 ~ 3,53 (in m/s)
At=0,001: n-At=0,5= n=500;

(88| EEEEE

Vo= Va1 + (10 = 5/9-v,1)-0,001, vo=0; G asat |
Vso0 = 3,5104 ~ 3,51 (in m/s) 499 s
500 ...35104 | i

Zeitkontinuierliche Losung (siehe ,,Ing. Mathematik 4“, Aufgabe 4.17, Seite 137):
.t . o
v(t)=vg tanh%s- mit vg =J% .



3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3.1 a) lim(2x+1)=2-limx+liml=2-2+1=5 b) lin}x2= lin}x-lirr;x=3-3=9
lim (2 4x) hm 2-4. lim x
C) llm 2 4X x-)— x- -1 2—4'(—l)=_6
x>-1 X lim x -1 -1

x=-1

d) lim(i—l)—hm——hml > Jdimx-1=0-1=-1

x=202 x—0 x—=0

2 2 2 1, 2.5
©) 1‘3;(5‘;) lim 3 - lim = 7 lim x Timx 277376
2 lim (1-4x?) 5
. 1-4x° x50 _1-40 _ . ) RTIN AT 1
fim T = lm ) 0+l =1 ) )(121-12(1 x )‘xllr.f’zl (Jlfnzx) =1-(2)"=27
5 lim 2 -
h) }‘lm( X+Xx -m)-hm(—x)ﬂ‘l_l}}x - ](x+l)=_l+1 _m=_1

3.2 a) Definitionsliicke: xo = 0 (Nenner ist null); lin;l_ % =-00; lino1 % = ; Xg = 0 ist daher Polstelle
X=> Xx— 0+

b) Definitionsliicke: xo = 0 (Nenner ist null); x # 0: %: 1; lin% % = limo 1=1; Funktionsgraph
X—> X=>

besitzt Liicke an der Stelle xo =0
c) Definitionsliicke: xo = 2 (Nenner ist null); x = 2: X —24 % =x+2,
hn'g (x+2)=2+2=4; Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle xo =2

3 2 2
d) Definitionslticke: xo = 1 (Nenner ist null); x = 1: X2 = i‘x(+l") =x?,
limI xt=1-1=1; Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle xo =1
10 2.
y y
5.

-10 - .
Zu a) zub) zuc) zu d)
) Definitionsliicke: xo = 0; lim "T' =+0; lim 1;_‘ =—o0; Xo = 0 ist Polstelle
f) Definitionsliicke: xo = 1, .ox242x-3 .
(C+2x-3): (x-1)= x+3 fm— o Tlmx+3)=1+3=4;
X X Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle xo = 1
3x-3
_3x:3
00
g) Definitionsliicke: x = 3; Lox3-x2-6x _ .o, .
(X -x? -6x):(x-3)= X2+ 2x !ET=’I‘]§I§(X +2x)=3‘3+2'3=15,
X3 Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle xo =3
2x* - 6x
2% 1 6x
00
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3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit

h) Definitionsliicke: xo = 1; 3_x2
) 0 X x-&x=x2+2+JL;
(C-X 420 (x- )= ¥ +2 x-1 x-1
X lim (x2+2+—2-)=-oo lim (x2+2+i)=+oo
2x x—=1- x-1 x— 1+ x-1
_2x-2 xo = 1 ist Polstelle
0 2
20
y 10, y v ;o
6 15
4 10 10
2 1 12
X
2 5
_6 ——
21[0\1 2 3 45
X
-0 0 2 4, f) 2 4 5 10
zu €) zu f) zu g) zu h)

i) Definitionsliicke: xo = 0; x # 0: #:@:x—Z, !1_1:% (x-2)=0-2=-2;
Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle xo =0

j) Definitionsliicke: xo = 0; x # 0: % =@ =x+4, }m(x+4)=0+4=4;
Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle xo =0

x3-x2-x+1

k) Definitionsliicke: x> - 2x +1=0 = x;,=1; x# 1: —
X©=2x+1

lim (x+1)=1+1=2; Funktionsgraph besitzt Liicke an der Stelle x = 1

=x +1 (Polynomdivision),

3
) Definitionsliicke: x*- 2x+1=0 = x;2=1; x # I: Lz):]'—x+3+—(Pol div.)
X-X

lim(x+l-— 2 2):oo; lim(x2+2— 2 2):oo;x=1istPolstelle
(x-1) (x-1)

x= 1+

x=1-

20

zul)

y X y x;=-1: Polstellfe;
33 2 xo= |° - Sprungstelle; b) X, = 1: Stelle mit
111“1)1_ Liicke im Graphen;
—_—_— x| i ,‘L“?.—,I-x =
-2 o 2X lim = X 32 a1 2,3 1‘|"|
-X
— \ 2 x=-1+] _le =t
\ *J . 1-x
lim =1
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

33 o y4 Xo = 1: Sprungstelle; d) %, k Xo = 0: Sprungstelle;
2 x—1 l
N e L — )lt—ll- : lime* =0;
3 2 A NI 2 43 lim x{x-1| 4 3 2 A0 1 2,3 1
2 x-l+ X—1 - 2 xlil‘ae" =00
4 -+
e) y‘ Xo = 0: Stelle mit f) y1 Xo = 0: Stelle mit
Liicke im Graphen,; 05 Liicke im Graphen;
05 1 | )
lime ¥ =0 lim——=0
x—0 3 2 10 1 243 * -
1+ex
3 2
05 A
y xo = 0: Sprungstelle; h ¥ Xo = 0: Sprungstelle;
9 ) \
1 l
lim =0; X —
k x> 0- 2-% hme l=—l;
05 1"'1 2101 23 ""°'e;+1
lim =1 1
x—> 0+ = ex __1
142 = - lim — =1
x>0+
ex +1
%o = 0: Stelle mit DY Xo = 0: Polstelle;
Liicke im Graphen; cos X
lim =-0;
ll sin x 1 5 - ) x=0- X
x>0 X - X . COSX _
lip =3 -

xo = 0: “Oszillations-
stelle”;

Xo = 1: Sprungstelle;

. 1 L1
Jim arctan 1-x 2° hier gibt es keinen
1 T Grenzwert!
lim arctan —— = -Z
x= 1+ 1-x 2
34 a)lim> 2 =lim & ity =2 b)lim—"1_ = lim—*"_ =lim-L =1
x=1 x-1 x->1 x-1 x—=1 x=1 )(3—)(2 x—>1 xz-(x-]) x—1 )(2

¢)lim *2 _lim—X2 -1
x>22x2-8 x-22:(x-2)(x+2) 8

2
d) Polynomdivision: (x2-X - 6):(x - 3) = x+2; lim X X6 _lim

x—3 x=>3

(x=-3)(x+2)
x-3

= lim(x+2) =S

e) lim x+2 X2 _ e f) lim > !

=lim—* __fim ! - o
x> 3+ x 2 -x-6 x—>3+ (x=3)(x+2) x—>1- )(2 -1 x> 1=-(x=1)(x+1) x->1-x-1
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3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit

+)2 o (x+)? x4

34 g)xllﬂi 2 - ',!l'ﬁ(x-l)(xﬂ)'x_mx-l
3 2

h) lim X = lim —* +1 im X +x+1

x>l xz_l x> - (X+)-(x=1) x>l x-1

=+

= —00

3
i) Polynomdivision x> +8): (x+2)=x>-2x +4; lim Xt

8_ lim (x? ~2x+4) =12

-2 x+2
. . 2 + Ao =12_% T 4-—x= . L___
j) Polynomdivision (x° -7x + 12) : (4 -x) =3 - x; xl}» i Jlim — =0
. x+2~/; T _
) lim- =limx =0 D lim ™2 —im{(x +2)=2
- ( l)(«/—+l) . _ sin2x _,. 2sinx-cosx _ ;. _
m)h IT_ Ll’l‘ll 11_1}}(&“)-2 n)lun T ’l‘lll% peo -,1(1-132<:osx—2
s 2
0) hmﬂ——lim,sL=l p) lim 1700S2X _ Jjm 28I X =lim2sinx =0
x=>0SINX x—0SIN X-COSX x->0 SInX x—>0 SsIn X x—=0
35 a) lgn_«/3 x=0 b) lm°1+—— c) ]_1£n+]nx —o0 d) lirytanx:—oo
x->3+
1 1 1 1
€) luntanx +0 ) lim 1+—— = g)lim +—2 = h) lim —+— =0
x5 x=1+ -1 x =0 X x—>0!
2
36 2 y b) y c) y
1 1 t+H—o0-
2 P 2, 2 b 2x islz-'qo?'zx's
— ¢ 11 =§
Jlim sgnx) =-1; lim sgn(x*) =1; lim sgn(x -1)* =1; lim sgn(x-1)* =1
Jim sgnx)=+1 lim sgn(x?) =1 lim sgn(x—1)* =1; lim sgn(x-1)* =1
3.7 a) Unstetigkeitsstelle: 0 b) Unstetigkeitsstellen: -1, 1

3.8 a)Unstetstellen: ..., -2T, -T, 0, T, 2T, ... sowie ..

L, T/3-2T,T/3-T,T/3, T/3+ T, T/3 + 2T, ...
‘lirgl_ y(t)=0; 'lin;n y(t) =1

b) Unstetigkeitsstellen: ..., -2T, -T, 0, T, 2T, ... ; 'lino1_ y(t)=1; !lir{)l_ y(t)=0

i =F.L2_F_F.2. | =_F.2.
39 9)Jim QM =F-==F-F 33 lim Q) =—F 3

die beiden einseitigen Grenzwerte sind an der Stelle

Xo = a ungleich, weshalb die Funktion Q(x) dort unstetig
ist.

750N fir x<0,5m
b) Q(x) = ‘
) Q) {—ZSON fir x>0,5m
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3.10 Stetigkeit heifit, dass der Grenzwert gleich dem Funktionswert ist:
2-4x _ 2-4-(-1) _

a)li_’n-;(2x+l)=2‘2+1=5 b)lin13x2=3~3=9 c)liml—x--_—]-—6
. X _2_ - 1-4x° _
d)lm(f_l)_z ! ! t)x—ro x+1 =1
im(1-x)* = 2 42 -2 -
g)xll»njz(l X)" =21 x+])- 1+1 141 !
3.11 a 3 o ¢

Unstetig bei xo=1;
]i_1“11_ y(x)=2; linl'n y(x)=1

d) yz
1

X 24 7”0 1N ,3
-1
2

Unstetig bei xo = 7/2 = 1,57,
{jn;z_ y(x)=1; lj% y(x)=0

9) y

1

¢ \
S

2 0 2y

Stetige Funktion
o2
_1_5——
—_——————+——
32123

.1

2

Unstetig bei xo = 0;
lim y(x) = lim y(x) =

=lim y(x) =1

L >~
2 0 2y

Unstetig bei xo = 0;
lim y(x)=1; lim y(x)=3
x—0- x—0+

e) 2

.5
Stetige Funktion
k) y

Unstetig bei -1 und 1;
“'P:- y(x)=1; lir_nH y(x)=-1

lim y(x)=-1; lim y(x)=1
x—=1= x—l+

<$ 24 01 2 3
X

Unstetig bei xo = 1;
linll_ y(x)=3; linl'n+ y(x)=2

2
Ny
1 o—
-3—2-11?‘123
X
—#
2

Unstetig bei xo = 1;
lim y(x)=-1; lim y(x)=1

i) y

<+ 2414001 2 3

Stetige Funktion
2
)] y ] /
1
3 2 T s
X
-

Unstetig bei 1;
lil‘lll_ y(x)=-1; Iinll+ y(x)=1
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3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit

3.12 Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert miissen gleich sein (und zwar gleich dem
Funktionswert):
a)x=1:14c=-1c=-2 b)x=0:20+c=e’=>c=1 c)x=2:2+c=2"+1=>c=-3

3.13 Unstetig an allen Stellen gleich einer ganzen Zahl aufer null;
Sei x eine negative ganze Zahl, etwa -2 : lir_r;_ int(x)=-2; lil‘_l} int(x) =-2+1 =-1; analog bei allen

negativen ganzen Zahlen.
Sei nun Xy eine positive ganze Zahl, etwa 2 : lin21_ int(x)=2-1=1; lin;n int(x) =2; analog bei allen

positiven ganzen Zahlen.

M a9 2 By 9 o
2 2
11 1 N
3240123 32410 1\2 3
. ) X X
3241 1 2,3 —3-2—1{0123 [ \
X 11 “1
“ “
stetige Funktion unstetig bei xo =0 stetige Funktion unstetig bei xo =10
2 y c 27
3.15 | b) ) y
11 e—o
11 &—— 11
e 32 ap 71 2,0 -2—10'1'2'3)(4
11 1 -1
unstetig bei xg = 1 unstetig bei xo =1 und x; =2 stetige Funktion
L1 . .1 2
3.16 a) hm —-0 b) lu&x—_i—o c)xl_lgl;z——o d)"llrtr!°3 = =0 e)xl_lglm—o
1)_ L (1_1)_1 x+2)-1_ (0 1)
otim = tim(1+ 7)< @ im(5-3)=3 W lim 5 = him O = hm{1- )=
s ) Yt (14
x x—>teo! b'e
6x3-3 _ (6x —3)/x2 __ 6=y L 6-3x’ 60 _

wax-l  @P4+x-D/x>  24Yx—fx2 =t g4yx-1/x2  2+0-0
i) 2 (x2-p/x?_ 1-Yx? i YR

2x+1 (2x+1)/x 2/x+|/x x>t o 2/x+l/x
1 3x3—x241 _ (3x*—x 240y/x3 _ 3-Ux+1/x® lim 3-1/x+1/x3 _3-0

=oo (Zghler geht gegen 1, Nenner geht gegen 0)

0+0
=3
x4 (x3+x—4)/x l+l/x —4/x T xie l+l/x —4/x 1+0-0
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3 Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit

3.17 Da auch die Asymptoten gefragt sind, wird die Polynomdivision angewandt:
2
a) y=—x—=x2 :(x—1)=x+l+L = Asymptoten: x = 1; y = x+1;

b)y—% (2x -3x- l) (x 2)—x l——=>Asymptoten X =2;y=2x+l

c)y= :x: =(3x’):(x2 +1)=

d)y _2x0x+l (2x3 —x+1):(l—x2)=—2x—L = Asymptoten: x = 1; x =-1; y = -2x;

1-x2
e)y= x?-2 ( ) (2x- 4)——x+1+— = Asymptoten: x =2,y = — x+1
2:(x-2)

f) x? 2\ (.2 1 1 y
y=dm = ()l t)ete gl Jz_ L
= Asymptoten: x = 1; x=-1;y=1; = | ==
hier fiihrt die Polynomdivision auf ,,1 + c - 0*; daraus ist der ) I
Grenzwert nicht erkennbar. Daher wird durch die hochste 4 2 A\E 2.4
vorkommende Potenz von x dividiert: 1

B T I TN
x2-1 x3/x?-1/x? - 1/x?’ x—vtﬂal—l/x2 T1-0

g)

=(2x —x):(x )= 2x—; = Asymptoten: x = 0; y = 2x;

1- 4x

=>Asymptote y =4x-1

h)y=4’:z:’; (4x -X ) (x +l) 4x — I+

3.18 a) limlgl= lim(lgl—lgx)=—oo ,dalgl =0 b) llmln«/_- hm( ):
X—>® x X—®
2
c)lim X" Jim2PX _im2 =2 d)li m B _ jim 1g10+lgx (—I— )—
X X X—>® X X—>® x-o IgX X—® g
[ .2 2 —+1
e)hm VX4 lim izil=lim 1+-17=1 ) lim 3*2" = lim 2"+ 20+l
X X0 X X0 X x—>© 1+2" x—® L+1 0+1
2‘
@) lim X150 11m(1+¥) 1+0=1,da -1 S sinx <1 und deswegen lim %1% = 0
1+-ﬁl’E
h)lim XS0 _ i X im0 1 da wieder lim—— SINX _ 0 und lim %=X =0
x>® X+COSX  x—o 1+COSX X l+0 X x»o X
X
X -X -2X
Dlimtanhx = lim ©=° — = lim =* = lim =3 =1,da lime™ =0

X—>® x+e—x x—® ]+e

i) lim——0 =50, da lime-""- =0

tso]4e ~0.1{t-40) ? X—>©



3 Grenzwert einer Funktion — Stetigkeit

-1 104
EVin y !
-1 5 E
b)xlinzl— X—4 = i///
) lim Xl 1V NP~ <!
x—+0 2X—4 x->+a2/x_4/x2 'g’/-z 0 '2 4 )(6
- -Yx? E
d) xl-lg‘lw 2x—4 xl—n-eo 2/x—4/x - 1
x3+1 104
320 a) lim X = 40 y
x=0+ X
=0 5
x—»O-
3+ .1
c) lim 1 = lim ( +——)=+oo : )
x>+ X X+ X 2 \0 2 x
T 2 1) _
 Jim X = lim(* 4 ) 4o 3
3.21 lim(47t-eo-m)=47c-eo-r-limﬂ=4ft-eo-r-lim(i+l)=4n’~so-r
X—>a@ X x—o X x—o\ X
322 a) W,,=ll‘im(G-M-m-(: Hl—h)) G-M-m- (——hm——) G-M-m- —-625 10" J

3.23

3.24

3.25

r+h

b) Fluchtgeschwindigkeit v = ,/% ~ 40250 km/h

t t
'!im{s,oolx{l—e = ]]=3,00A [1 ~lime 73 J 3,00 A-(1-0)=3,00 A als “Endwert”;

t=31:1=2,85 A =95% des Endwertes; i = 5t: 1 = 0,99 A = 99,3% des Endwertes

_t _t
}im[Séo -[I—O,S-e 'D=55° -(1—0,8-!ime rJ:sao -0,8-0=54,

lim 27X _ o2 hm_= 27r? - lim—— = 27r? ~2,5-10° km?, Halbkugelfliche

x—o T+X —o I+X X0

—+1
X
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4 Differentialrechnung

4 Differentialrechnung

41 a)k= tim 2 = fim 3 + 8021y 2] hmﬂ:_-
) Mo AX | Ax=0 Ax -0 Ax 2]

—_—

Tangente: y = k-x +d = —x+d PQ/-1) = d=-2; % x=2
2,4 _|[.2
b) k= lim &Y = fjm Kot 4X) +2 i +2]_ lim AX2%0 +8%)_ (2% +AX)=2x, =4;
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax-»O Ax Ax—0

Tangente: y=kx+d=4x+d; P(2/6) =>d=-2; y=4x-2

c) k= Ilm

05(xo +A%) 41 “losx2+1] i A +0,58%)
Ax T oy Ax = o Ax -
=Al,!_'?o(x° +0,5-Ax-xy) =x, =1; Tangente: y=1x+d; P(1/1,5)=>d=0,5; y=x+0,5

d) k= nm i Gt A0 oxd L Ax(xd 4 3xgax + (ax))
Ax—0 Ax Ax—0 AX
= AI:%(:;xo +3xoAx +(Ax)2)=3x§ =3; Tangente: y =3-x +d; P(1/1) =>d=-2; y=3x-2

= Aljr_?o(3x§ +3x0Ax +(Ax) ):

2xg + &% 1= 1] 28x(3x3 + 3xpAx e+ (ax))

=

e) k= lim— 4y - lim
Ax—0 AX  Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= lim 2. (3x°+3onx+(Ax)2)=6x§ =6; Tangente: y = 6x +d; P(-1/-3) = d=3;y=6x+3

2— — 2-— . . -
k= tim 2 By _ i 2o + A% —d(xg + AX) +1 [2x2 4x0+1]= i 2:8%-Qx0 +Ax-2) _
—20AX Ax-0 Ax Ax—0 Ax

=Ahm02-(2x0+Ax—2)=4xo—4=-4; y=-4x+d;P(0/1) = d=1: y=-4x+1

42 9 k=lin By ((x+ Ax)+2) —(x+2)* _ lim AX-(Ax +2x+4) _
-0 AX  Ax—0 Ax " ax-s0 Ax
2x + 4 =0 = x=-2; P(-2/0); Tangente: y =0

hm(Ax+2x+4) 2x +4;

by ke hm__h o+ +2-(eran)-a)-(x+2x-4) . -2x-Ax-AxP+2.Ax
B Ax_Ax—»o Ax " o0 Ax B

=Al:%(—2x —Ax+2) =2x+2=0 = x=1; P(1/-3); Tangente: y =-3

c)k =Aljmo (2'("+Ax)3 +(x+ix)2 —l)—(2x3 +x2 _])
- X
= 6x*+2x=x-(6x +2) =0 = x,=0,x,=-1/3=-0,333 (Produkt-Null-Satz);
P,(-0,333/-0,963), Tangente t;:y =-0,963; P,(0/-1), Tangente t,: y =-1

= Jim (6x” + 6x- Ax +2- Ax + 2%+ Ax) =
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4 Differentialrechnung

43 =% k=2:
Km lim &Y (r A2 -2 B2 x4

= lim(2x+Ax—4) =2x-4=2
ax—0 AX Ax—»O Ax T axo0

= x= 3 f(3) =1; P(3/1); Tangente: y=2x+d; 1 =23+d = d=-5,y=2x-5
b) f(x)=x?-x, k= 3
Ay
—Al:_ngozx-= lim — [(x+Ax) —(x+Ax)- (x -x)]— llm—- Ax- (2x+Ax 1)—

= A1xu_nm(2x+Ax 1) 2x-1=3 = x=2;f2)=2; P(2/2),
Tangente: y=3x+d;2=32+d = d=—4; y=3x-4

44 W b) 4 c) 5
2 ~ 2
24 . ; 1 / r
-5

_1

Spitze an xo = 1, keine Spitze an den Stellen x; = —J_
Tangente sowie x, = /2, dort keine Tangente unstetig an der Stelle xo =1,
dort keine Tangente
d) f) 4
2
2
1
241 2 N iz-'1101'2'a'4 %4101'25'4
. _ . -
Spitze an xo = 1, keine Spitze an den Stellen x, = 1 sowie  Spitze an xo = 1, keine
Tangente

Xz = 2, dort keine Tangente Tangente

45 a)y'=3x*;y(1,5)=675; b)y'=8x";y(1,5)=136,7 0y = W’% ;' (1,5)=0,254

dyy' =--2-0,593 Oy =———=——1_:.0272 f)y':-— 0,593
24/x3 2-x4/x
1
g)y' =6x°; 45,56 h)y'=%-x2=3"2/;;1,837
3 1
P sx* _Sx«/; _2 3_ 2
iy =3 X R ;4,593 )y =3 X —3%/;,0,582
3 1
1 = 1 1 2 .3 2
Oy =-L.x 2= - ;-0272 Dy'=2.x3= ;0,582
)y 2 x 2.4x3 2:x-x )y 3 x 3Yx
5 3
, 3.5 3 1 - 1
m)y'=->-x 2=- ; 0,544 ny=---x 2=- ;-0,272
RN Y= o~
5 1
oy =txs=—t_.0119 Dy =—2x3-_4% . 0518
[ 6-Yx 3 3x2x

46 a)y'=2x,y‘(1)=2;tana=2 = o =63,4°
1
b)y'= ; ¥(2)=0,210; tana, = 0,210 = o =11,9°
)y Ex_z ¥'@

o)y =€,y (0)=1; tana=1 => o =45°
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4 Differentialrechnung

d) y* =2%In2; y‘(0)=0,693; o = 34,7° ey =% ; YD) =1; a=45°

’ 1 . L ' B
Dy = ix’ y(0)=1; 0 =45° gy =-sinx; y (g—)=_1; o =—45°
T N Y ]

h) y == 0)=1;0=45 i) y* = coshx; y*(1) = 1,543; o0 = 57,1°

47 a)y’=2x=tan30°=0,577 =>x=0,289 b) y'=ql—2 =tan 25° = 0,466 = x = 0,604
34x

Q) y =——— _ =tan (-30°) = x = 0,909 d)y'=e*=tan45° =x=0
2x*

€) y=—5— =tan 60° = x= 0,708 +k -7, k ganze Zahl
Cos™ X

f) y¢ = sinh x = tan 45° = x =0,881
4.8  a)x—Koordinate(n) der Schnittpunkte von y = fi(x) = x* und y = fo(x) = Jx : x*=Vx, daraus
nach Quadrieren x*=xoderx*—x= 0;
Herausheben: x'(x"‘ — 1) = 0; Produkt-Null-Satz: x = 0 sowie x> —1=0; Losungen: x; =0
sowie x, = 1; Beschrinkung auf die positive Lésung x; = 1.

¢ = . ¢ =9 = R =.L.‘ ¢ =.I_= .
fi'(x) =2x; fi*(1)=2 =tan o; £(x) 2&,fz(l) 5 “tanp;

b) Wie Beispiel 4.5, Seite 101 im Lehrbuch, aber mit vertauschten Bezeichnungen fiir fi(x) und

(x); % =x ; Quadrieren und Umformen: 1= 0; Losung: xo=1; f‘(x) = _x—123

1 1 -1y
fi‘f)=-1=tano; HH'x)= —=; H‘(1)= = =tan P; tangp = 2
(1) 2= i B g~ o=y
Der Winkel wurde, weil negativ, mit ¢* bezeichnet. Addiert man 180° zu ¢*, so erhilt man
¢ = 108,4° als Schnittwinkel. Genau so gut kénnte man den dazu supplementéiren Winkel
180° — 108,4° = 71,6° als Schnittwinkel nehmen.

c)x= —lz—; Schnittstelle xo = 1; fi‘(x) =1=tan a; £'(x) =—%; f'(1)=-2tanB;
X X

tang = 11—1((_22)) =-3 = @*=-71,6° Schnittwinkel ¢ = ¢* + 180° = 108,4° oder supplementir
180° - 108,4° = 71,6°

d) Rechnung im BogenmaB: sin x = cos x; Division durch cos x: tanx = 1; Lésung in 0 <x <m: ,
X0 = 0,785 = n/4; f;‘(x) =cos x; fi‘(n/4) = 0,707 = tan o; £°(x) = —sin x;

. _ _ . _ 0707-(-0,707) _ _ o

f,'(n/4) =- 0,707 = tan B; tane T+0.707.(20.707) 2,828 = ¢ = 70,5°.

¢) Rechnung im BogenmaB: cos x = tan x = sin x/cos x; Multiplikation mit cos x: cos’ x= sin x
oder 1-sin’x =sinx; setzt man u = sin x, so erhilt man eine quadratische Gleichung fiir u:
w+u-1=0;u;=0,618,u=-1,618; '
sinx=0,618 = x¢=0,666 (sinx =-1,618 ist nicht méglich, da ein Sinuswert zwischen -1

=-3 = g*=-T1,6°

und 1 liegt).

f1¢(x) =sin x; f;‘(x0) = 0,618 =tan a; fr(x) = +; f5(%0) = 1,618 = tan B;
COs™ X

tanp=_ 818618 _ “lu o oo

7 140,618-(-1,618)
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4 Differentialrechnung

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

a)f‘x)= 3% f‘)=3=-1/kn = kn= —% ; f(1) = 1; Beriihrpunkt Py(1/1);

=_dyg+q1=-1. =4 y=_1,.4
Normale y = 3x+d,1 31+d=>d 33 3x+3
b)f‘x)=¢";f(0)=1=-1/kn=>kn=-1;Po(0/1);y=—x+d; 1=0+d =d=1y=—=x+1
o) f‘x)= -I—;f‘(4)= 1/4=-1/ky = kn=-4;P¢(4/2); y=—-4x +18

2Jx
dfex)= %; f(1)=1=~1/kn = kn=—1;Po(1/0);y =—x +1
e)f‘(x) =coshx; f‘(1)=1,543 =-1/kn = kn=-0,648; Po(1/1,175); y =-0,648-x + 1,823
DER)= ——;£0)=1=1/ky = kn=—1;Po(0/0); y = —x
X

f‘(x)=——2=—% = x;1=+2 oder x=-2
X

a)y =3« b)y’ =4x 0)y=1~X;Y’=%
. - 2 1 2
dy =-2x7=-5 e)y—— xhy=-— Dy=xiy=-3
X 3.x? X
1 a3 3 - cy = P /- ) 1
=_. =—— hy=9x5y =18 =x" y=
BY= XY ="y )y =9x%y =18x Dy=x"y T

y=x¥; y=3Yx i, oL Ty ]
Dy=x"; y== k)yx,ym l)y«/fx,yv_

m) y=—1x ¥y = n)y=—x";y'=—_ my=x"; y=_>
20 2x2x J‘ *7 T2 6<%

a)y=Inx-In5; y'=% b) y=Inl —In(5x) =0~ In5 - In x; y'=—%

c) y=%~lnx=%'lnx; y'=% d) y=%-ln(2x)=%-(ln2+lnx)=%-ln2+%-lnx; y'=5

- oo 1 Ly 21

e)y=2lgx-1g10 2E‘16 Inx-1;y =B
a)y =4x+2 b) y' =1-> Oy =4x>+8x+2 dy=-2+2
X X X

, 3 .8 1 11, 1 a1
e)y=’§+?+ f)y=5-x+5, y= g y=l+x";y'=-—

4 2 X
1 1 o, 1 1 : 1o 1 ' 1
h =—X+—-- 5 = — =—- +_; =
)y=g Xt Xy =5-0s Dy X TR Y i
a)y'=sinx+ b) y=l‘tanx; y'= ! c) y’=l+e"

2-cos? x
dy=2.x- —2" y—— (6x 2" 1n2) Oy=1 Hy=x+3—nx;y=1+—>
2 X InlO x-In10
Anwendung der Produktregel.
¢ = _ ¢ — + ¢ — 3 + 2 _ _ r_ 1 _L
a)y'=4x-5 b)y'=8x+4 Oy =4x +3x"-2x-1 d)y 7;+4x =

3
&) y=1-x; y'=-1 f) y=vVx+x2+x; y '—T+ Ax+1

a) y'=-3a%-x2-4a-x+3a b) f(t)=t? +Ya+a-t?; —7+2a -t

a2

c) f(x)——x T4b? x4 Lk, f’(x)-——+2 b2 x+7 d) f'(h)=va+—— Jh_ +=

a) £x) =2sx b) t’s) =x* oft)=1 d)P(x)=st
e)ft)=tx HPfE)=sx g(Px)=s*+2sx  h)f(s)=2sx +x*
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4 Differentialrechnung

4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

1 1
'=4x; y(D=4 b -——, -3 ——— ==t Y ()= o= +2=2289
a)y x; y'(D) )y’ y'(-3) o)y 2.& y'(3) 2.\/3
dy=—; y(0)— e)y' =-cosx; y'(%)=—0,707 f)y' =1+cosx; y’(—2)=0,584

a)yo——135 y’—15x V(-3)=13,5=k; y=kx +d; yo= 13,5(-3) + d = d =27, y = 13,5x+27
b)yo=-1;y=2x; y0)=0=k;y=kx+d;yo=0+d = d=-1;y=-1

0)yo=9; y=2-(x-1); y(2)=-6=k;y=kx+d;yp=-6x+d = d=-3;y=—6x-3

d) yo=-2,121;y’ = 3-cos x; y'(—n/4) = 2,121 =k; y =k-x + d; d =—0,455; y = 2,121x — 0,455

) Yo=—0,460;y’ = 1 —sinx; y’(-1)= 1,841 =k; y =kx +d; d = 1,382; y = 1,841-x + 1,382

Hy=9y= [ ) Ind; y(-2)=-9,888; y = 9,888+ d; d =-10,775; y =~9,888x 10,775

a)y’=4x=0 = x0=0; y(0) =1; Q(0/1)
b)y’ =2x+4=0,5 = xo=-1,75; Q(-1,75/0,0625)
1
oy -m-; 1 = x0=0,217; Q(0,217/-0,332)
d)y‘=-2-¢*=-2 odere*=1 = x0=0; Q(0/-2)
€)y =2%In2 =1 oder 2" = 1/In 2 = 1,443, beidseitiges Logarithmieren: x-In2 =1n 1,443 =
xp = 0,529; Q(0,529/1,443)

(3. y=(3). 3=~3‘ =
f) y—( ) 3y (2) In> =2; (2) - 3/2 4,933; beidseitiges Logarithmieren:

xIn1,5 = 1n4,933 = xo = 3,936; Q(3,936/4,933)

a) f(x) =cos x = 0,5 = x; = 1,047 sowie x;=27n —x; = 5,236; P(1,047/0,866);
Q(5,236/-0,866)

b) (x) =—cos x = 0,9 = x;= 2,691 sowie x,=2m—x; = 3,593; P(2,691/-0,436);
Q(3,593/0,436)

)y’ =1+cosx=0 = xo=m; P(n/n)

d)y’=2-sinx=1odersinx=1 = xo=n/2; P(n/2/m)

a)y’=—-6x=tan45°=1 = xo=-1/6 =-0,167; P(-0,1667/0,0833)

b)y’ =4x =tan 135°=-1 = x¢=-0,25; P(-0,25/-2,875)

€)Y’ =—2x— 6 =tan 120° = 1,732 = xo=-2,134; P(~2,134/-0,750)

d)y=3% y’=3%In3 =tan 60° = 1,732 oder 3*=1,732/In 3 = 1,577, beidseitiges
Logarithmieren: x:In 3 =1n 1,577 = x¢=0,414; P(0,414/1,577)

e)y=Inx-In2;y’=1/x=tan45°=1 = xo=1; P(1/-0,693)

f)y’ =-1+¢"=tan 60° = 1,732 oder e*=2,732; beidseitiges Logarithmieren:
xIne=1n2,732 = xo=1,005; P(1,005/1,727)

k =tan 135°=-1;

a)y =3x2-8x+4=-1 = x,=1; %, =5/3=1,667; P;(1/2), Px(1,667/1,185);
Tangente t;: d = 3; y =—x + 3; Tangente t;: d =2,852; y=-x +2,852

b)y’ =6x2—8x=-1 = x,=0,140; x, =1,194; P,(0,140/4,927); P5(1,194/2,702)
Tangente t;: d = 5,067; y =—x + 5,067; Tangente t;: d =3,896; y =—x + 3,896

)y =-0,75x2+2x—1=-1 = x,=0; x; =2,667; P,(0/-0,25); P(2,667/-0,546)
Tangente t;: d =-0,25; y=-x-0,25; Tangente t;: d=2,120; y=—x+2,120

d)y=0,5"y =0,5In0,5=-1 oder 0,5 =-1/In0,5 = 1,443; beidseitiges Logarithmieren:
x:In0,5=1n 1,443 =0,367 = x¢=-0,529; Tangentet:d=0,914; y=-x+0,914

a)y’=4x+4=0 = x9=-1; y(X¢) =-3; Tangentet:y=-3

b))y =2x-4 =0 = x9=-2; y(Xo) =4; Tangentet:y =4

0y =-3x2+6x-3=0 = xo=1 (nur eine Losung); y(xo) =0; Tangente t: y =0 (x—Achse)
d)y =3x"-8x+4=0 = x;=2/3;x,=2; y(x1)=2,185; y(x2) = 1; t;:y=2,185; ty:y=1
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4 Differentialrechnung

425 2)y 2x+4; Piy'(0)=4=tang; Q:y’(1)=2=tanP; tng="2=2 = g=125°
b)y =3x*-8x+4: P:y’(0) =4 =tana; Q:y’(1)=7 = tanf; tan(p=—11177=—%

= ¢* =-5,9° ¢ = ¢* + 180° = 174,1° bzw. als Supplementirwinkel 5,9°

'_l. -y =9 = . .- y? = = . =2‘l/3= . o
)y =3 P:y’(0) =2 =tana; Q:y’(1)=1/3 =tanP; tane 23 1 = ¢=45
'=1.e*; Pry(0)=0,184 = tano; Q: y°(1) =3,695 = tanf; tang= 21343695 _
d)y =55 P: y’(0) =0,184 = tana;; Q: y’(1) = 3,695 =tanf; tan¢ 101843695 2,090
= @* =-64,4° ¢ = ¢* + 180° = 115,6° bzw. als Supplementiirwinkel 64,4°
426 y =ax’*+bx+c I: 0=9a+3b+c b=2-6ain I und II einsetzen
y'=2ax+b II: 6=25a+5b+c usw.
I: 2=6a+b =a=1/2;b=-1;c=-3/2
y=x2-x-32
427 A(1/0),B(0/3) I 0=a+b+c ¢ =3 in I und III einsetzen usw.
y'(3)=-0,5 II: 3=c¢ =>y=05x>-3,5x+3
y=axt+bx +c¢ III: 05=6a+b
y'=2ax+b
428 y=ax3+bx2+cx+d I o0=d c.=lundd=01nIIundIII
y'=3ax’+2bx+c II: 2=a+b+c+d emseizenn;sw. 2
y'(0)=tan 45° =1 II: 2=8a+4b+2c+d Sy= X+ +x
IV: 1=c¢

429 a)y =1(14x?)+(2+x)-2x =14+ 4x+3x?
b)y' =3x* -(x+x2 —2)+(l+x3)~(l+2x)=5x‘ +4x* —6x7 +2x+1

9y =(-2x3 +l)- (x—x2 )+ (x2+ x)~(l—2x)= -3x% +2x ‘x_lz

d) y’=%~(1+x’)-(3—§)+(-;-+1)-2x'(3—§)+(§+1)~(1+x’)-(—%)=—;-x’ +%-x2 +g-x+%

1 ax(x=D+(x2-2x+1) _ 5x?-6x+1

e)y’=2~(x—l)-«/;+(x—l)2 .

2% 2-x 2%
1 2 1 2
3 -3 3 3 -1). -
Yy BRI S S
23 6-x? 6-23.x3 3V2x
430 a)y'=l-e"+x-e* =(x+1)-e" b) y' =2x-sinx +x? -cosx =X -(2-sinx + X - cosx)
¢y =-sin’x+cos’x =cos2x)  d)y'=2-tanx-(l+tan’x)= 2-ta;1x = 2'5'?"

Cos™ X COSs™ X
e)y=cos’x—sin’x; y'=2-cosx-(-sinx)—2-sinx-cosx =—4-sinx-cosx =—2-sin(2x)

X

f)y' =3x* tanx +x>(1+tan’ x)=x2(3-tanx+ >
cos” x

) g)Y'=1'1I1(X2)'0-—x7'2x=2+lnx2
X

h) y = (1+x)-(lnx — In2); y'=2x~(lnx—ln2)+(l+x2)‘%=2x-ln%+%+x

X X
i)y=x-%-lnx;y’=%-(l+lnx) j)y’=(%) -ln%'sinx+(%) -cosx = 27(cos x — In 2-sin X)

K)y’ =2%In2-€*+2%e"= (2¢)*(1 +1n2) Dy =%-x2 -sinx; y' =%-(231nx+x-cosx)
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4 Differentialrechnung

431 a) y=l-e"-sinx+x-e*-sinx+x-e"-cosx =e* -(sinx +x-sinx +x-cosx)
b) y' =cos’x—2-sin®x-cosx =cosx-(cos’ x —2sin’ x )= cosx-(1-3sin’ x)
¢) ¥ =3sin’x-cosx d y=3¢*

432 a) y(x)=b-(c-d-x)+(a+b-x)-(-d)=b-c-a-d-2b-d-x
b) df(t) =cost-(t+b)+(a+sint)-1=a+sint+(b+t)-cost

¢) wieb) d) ﬂ_—(uzh) 2=2.a+20)? ¢ w—2(l+w/—) —f

dh

dfw) _ 1 1 u 1 Yu_ 2-3u- 2«/‘
2 W (l 2) (HJ—)'(_E)"T_ﬁ_E_T_ T4y
2x? —(x +D)1_ x2 —(x*+1)-2x _ -2x 0 y,_1-(x-1)-(x+1)-1= -2
(x> +1)2 TR+ T x-1? (x-1)
d)y,=1'e"—x~e"=e"~(l—x)___1—_x 9y= 2[ X+ —Vx- 1_7"‘?_‘/— l-x
e e e (x+1)? (x+1)? 2% (x+1)?

433 a)y= b)y'=

1 ! w/_ Inx-——
fy= ! gy =X 55 _2om
- J’ Y 2-4x-(1—x) X 2-x-4x

~2 x—(1-Inx)-1
by -2 (1)1 _p4inox
X X

, —CcosX , —sin*x-cos’x cos’x+sin’x -1 1

434 3) y=— b) y'= — + 7 ==t

sin® x sin® x cos* x sinx cos“x
2x-cosx—2-sinX _ X-cosx—sinx d y= 1-cosx—x-sinx

4x? 2x?2 (1-cosx)’
9 y= (cosx —sinx)-x —(sinx +cosx) _ (x—1)-cosx—(x+1)-sinx

x2 x?

cosx-(sinx +cosx)—sinx-(cosx — smx) 1 1

(sinx +cosx)? " 1+2-sinx-cosx l +sin(2x)

) ys=

f) y'=

(cosx+sinx)-(sin x+cos x)—(sin x—cos x)-(cosx-sinx) _ 2(sin 2 x+cos? X) _ 2
(sinx+cosx)? sin? x+2sinx-cosx+cos>  1+sin(2x)
hyy' = (cosx—sin x)-sin x-cos X—(sin x+cos x)(cos> x—sin> x) _ sin’ x—cos® _ sinx _ cosx
(sinx-cosx)? sin?x-cos?x cos’x sin’x

(cos? x—sin? x)-(sin X +cos x)—sin x-cos x-(cos X —sin x) cos® x—sin® x cos3 x—sin> x

(sinx+cosx)? " (sinx+cosx)?  1+sin(2x)

gy =

y'=

dy a-(t-1)-a-t a dy 2a-t-(t2-1)-a-t 2t 2a-t
a 7 2 b) 2
t (t-1 t-1 dt (t2-1)? -1’

. . . —_— —_— . 2 —_— . 2— 2
dy _2-@+D-t-(t-D-@+)t* _@+Dt-2)-t oyt 9

dt (t-1)? (t-1)? t-a dt

435 a)

32



4 Differentialrechnung

4.36

4.37

4.38

ay (h+ﬁ)-e“—(h+2)-s/-ﬁ~eh et (3h+2 (h+2)- w/_)

) 2-vh _ Jh 2-h- 2h2. "
dh eZh e2h 2J_
, (nx+1)-(x+D)-x-Inx 1+x+Inx
b) y'= 2 = 3
(x+1) (x+1)
p_oX=(x) ko x x (1 -lex)_ e
= . —_ = o — 4 —— l
c) y 2z e + " e =¢ (x2+ " ) 2z (x +x- )

dr (-1 r l-r r r’(1-r)? r’(-r)’

sinXx-CosX+X .
—————-sinX—X-tanx-cosx

a) dy _-r’+2r+3 1 (141’ 1 _(=r’+2r+3)-r—(1+1)’-(1-r) _Gr-1)(r+1)
> =

o y= cos? X _sin’x-cosx+Xx-sinx—x-sinx-cos’x _
sin® x sin® x - cos® x
_sin’x-cosx +x-sinx-(1-cos’x) _sinx-cosx+x-sin’x _ cosx+Xx-sinx
sin? x-cos® x sinx-cos’ x cos’ x
d t sint-cost+t 2-tanx _ .
f) S tant+ —= 2 g) y=——=—=sin(2x);y"=2-cos(2x)
dt cos“t cos“t 1+tan®x
2
sin” x 1 1 2 tanx 2 -sinx
h) y=—F—=tan’x; y'=—— -tanx+tanx-—;
cos’ x cos’ x cos’x  cos’x  cos’x
X
a) y= 1+x2 - 1 arctanx
x2 x-(1+x?) x°
e* .
—e” -arcsinx 3 .
, A1-x? 1-v1-x"-arcsinx _ _, 1 .
b) y= = = = =e - = —arcsinx
e e*V1-x J1-x
0 y,_2x~coshx—2~sinhx_x-coshx—sinhx

4.x? - 2.x%
d) y'=2-coshx-sinhx—2-sinhx-coshx =0

df(t) ( )(“‘/_)( f)'z-_iﬁ:_a_ff%_ z_f;
dt (a+«/_)z (a+«/f)z (a+«/_)z Jt- (a+\/_)2

1
b 90 TP
dt (a«t—«/“)2 (a+\/_)2

f,(S)_(2a+2s) (1+€')-(2a-s+s?)-* _2a+2s+2a-¢' +2s-¢’ ~2a-s-¢’ —s’-¢°

9 ey (e} -
=2a+25+e"(2a+2-s—2a-s—s2
(1+e’)2
d) dg(tt) (2 sint- cost)—-i-sin(Zt)
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4 Differentialrechnung

df(h) [i-(l—h2)+(l+g).(—2h):|-(a.h+l)—(1+2).(1_h2)_a

©) = =2
dh (a-h+1 L a
=[(1-hz)+(a+h)-(—2h)]-(a~h+1)—(a+h)-(1—h2).a=_2a.h3 —a’-h?—3h2—2a-h-a? +1
a-(a-h+1)? a-(@-h+1)?
f) f(u)= Ina 1. "(u)= Ina —(1+2a-u) _ (2a-u+l)lna

) wran?’ L OG5y raud)?  (+ayul(+au)’

4.39 a) Funktion: y(2) =2,773; y(2,2) = 3,816; y’ =2xInx +x; y’(2) =4,773;
linearisierte Funktion t: y = y’(2)-x + d =4,773-x + d;
2,773=4,773-2+d = d=-6,773; t:y =4,773-x-6,773; y(2,2) = 3,727

b) Funktion: y(3) = 1,034; y(3,2) = 1,038; y'=2_ ‘“(2"), v(3) = 0,0200;

3/2

linearisierte Funktiont: y=y’(3)-x +d = 0,0200 -x +d;
1,034 =0,0200-3+d = d=0,974; t y=00200-x+0974 y(3,2) = 1,038

¢) Funktion: y(1) = 0,7854; y(1,2) = 0,7300; y=ﬁ——~arctanx y’(1) = —0,2854;
X

linearisierte Funktion t: y = y’(1)-x + d =-0,2854-x + d;
0,7854=-0,2854-1 +d = d=1,0708; t: y =-0,2854-x + 1,0708; y(1,2)=10,7283
d) Funktion: y(2) = 0,2273; y(2,2) = 0,1837; y'= % ‘szl—nz’i 3 Y'(2)=-0,2177;
X
linearisierte Funktion t: y = y’(2)-x + d =-0,2177 -x + d;
0,2273 =-0,21772+d = d=0,6627; t: y=-0,2177-x + 0,6627; y(2,2)=0,1838

€) Funktion: y(1) = 1,5; y(1,2) = 1,689; y —"( L gy,

21)2’

linearisierte Funktiont: y=y’(1)x +d=x+d; 1,5=1+ d = d=0,5;
tty=x+0,5; y(1,2)=1,700
6 4 3 2
f) Funktion: y(2) = 0,2963; y(2,2) = 0,2221; y'= -é- X +8x *2(8’§ x;‘ “16x-12,
X
y’(2) =-0,3951 linearisierte Funktion t: y = y’(2)-x +d =-0,3951-x + d;
0,2963 =-0,3951-2+d = d=1,086; t: y=-0,3951-x + 1,086; y(2,2)=0,2173

440 a) y()=e;y'=e*(1+x) = y'(1)=2-e=k y=k-x+d = d=-e
Tangente t: y=2-e-x—e=e-(2x-1)~5437.-x-2,718
b) y'=0 - e*(1+x)=0- ja, fiir x, =—1; y(-1)=—-1/e; Tangente t:y=—1/e

4.41 a) x;=-2:y(-2)~-3,637; x,=0,5:y(0,5)~0,120
y' =x?-cosx+2x-sinx; y'(-2)~1973=k,; y'(0,5) ~0,699 = k,
y=k-x+d —d,=0,308; d, ~-0,230
Tangenten t,: y=1973-x+0,308; t,: y=0,699-x-0,230

"2 "' =-0,535 = @*=—28,2°; ¢ = o* + 180° = 151,8° bzw. supplementir 28,2°

b) tang =1
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4 Differentialrechnung

—x2-2x+1

442 3) y'="X "X" _( oder nach Multiplikation mit dem Nenner (# 0): -x*> - 2x + 1 =0;

4.43

4.44

4.45

4.46

4.47

(x2 +1)2

Lésungen: x; =-2,414 und x; =0,414; y(x;) =-0,207; y(x2) =1,207;
P(-2,414/-0,207) und Q(0,414/1,207)

b) Nullstelle: y =

x+1

x2+1

=0 oder nach Multiplikation mit dem Nenner (#0): x+1=0 =

xp=-1; k=y’(-1)=0,5
a) y=5-Gx-5)*-3=15.0x-5)* b) y=7-(2+1f 2x =14x-(x2 +1f
) y=3-@2-x2(-1)=-3-2-x) d) y'=%-4~(2x+3)3-2=4~(2x+3)3
2
3 (1 3 2 ' 2 1
=2 2. x-3] =2.(x-6 f == =
2 2 (2 X ) 5 (-6 ) Y= e
2 3
1 (4 3 4x , 1 -2 1
g) y=—~(x +2)3 4x’ =——— h) y =—- =—
3 3%(()‘4 +2)z V2 24/-2x+5  W15-6x
a)y'=2.¢* b)y =—4.e c)y'=—x~e—7 d)y' =2.¢* e)y’=12x2-2"3-ln2
2x-1 x-1 x-1
f)y’=z-4 3 .In4 g)y'=-sinx-e”®* h)y'=w-e" =L-e"
3 x2 X2
o2 21,2 1 1o 2% o2 X
Woegm DY T 97 2 )Y =10 x2+1
'___l_ _alnx _ Lo [ 1 '—l.L
oy =5_ Dy=e"=x;y'= &Y' ="37% )Y =
a) y'=2-cos(2x) b) y'=-3-sin(3x-1)=3-sin(1-3x) c) y= 23
cos“(3x)
, 1 1 z(l)) , sinVx
d =—————=——"|l+tan e =-
)y x2cos?(/x)  x2 ( ) Y 2-Jx
2 1
f) y=- '= = h) y'=-3-cosh(3x
) y 1_4)(2 g) y xz-(1+l/x2) 1+X2 ) y ( )
ufau -u) qu fiu_-u a2U
9 Wolfeacnt b Poletbeleer) 2 ae
dt 2 (eu +e—u)2 (eu +e ¥ )2 (1+2.e “)
(t+D)—(t-1)
dy 1-t (-t)-(+t)0(-) 2 dy  (t+])? 1 [ta
c) —_—— = d) _— = 2~ —_—
dt 1+t 1-t)? 1-t2 dt = t+)* Vt-1
t+1
—(1+x)—(1-x)
14x)’ 1 , . d
9 y=— L py-shet-g-gefset-2  oy=2 20
N X241 t
(1+x)?
h) y-e—t _e—3t ) d_y_(—e_'—3~e_3')-(l—e_2t)—(e't+e_3')~2e_2' _e—st_4e—3‘_e—t —e—t_4et_e3!
1_e—2t ’ dt (l_e-Zt)Z (l_e-Zt)2 (ezt_l)Z
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4 Differentialrechnung

2X x
4.48 a)y'—x_z.e ~lnx"-e _2-x-Inx’ by =2.—X .1+e"-x-e"__2x-(l+e"—x-e")
™ x-e* 1+e* (1+e")2 (1+e")3
2
c)ﬂ— ( ) l+z-z 4.2 4 dy__.(l s)a -s*—(1-5)-2s _ s-2
dz l+z (1"'2)2 (1"'2)5 s’ s* 3s%/s -(1-s)?
2-e2"~co{2 —-3—)—2~e2"~sir(2x——§) .
‘= =2.e7%. 2% —F | _si _E)
ey o e [cos(x 3) sm(Zx 3]
N y'=-l-- (e-3x+l _3.x.e73 ) (x+])—x-e > g -(—3x2 —3x+l)
2 (x+1)? 2-(x+1)?
449 2a) y=2x-e*-x*.e*=x-(2-x)-e™ b) ———e t_2.3-t)-e N =(2t-7)-e
¢) y'=(2x-3)-e > -2.(x? -3x)-e ™ =(2x> +8x-3)-e
2 4In@x+])
d) y'=2-In(2x+1)- s ol
4.50 a)y’=2x-cos(2x)—2x -sin(2x) = 2x - (cos(2x) - x -sin(2x))
b) ¥’ =2-cos?(2x)—2-sin2(2x) = 2- cos(4x) c)y'=sin%—;](-~cos—l—
X
2x | _9.a2X o
d)y'=e cosx 4Ee SINX _ e 2x -(cos x —2sinx)
e
_l
e)%: [ % 2 .sin(2t)+2-¢ 2- cos(2t)]
)y’ =3-x?-sin’ x +2-x* -sinx-cos x = x? -sin x - (3sin x + 2x -cos x)
451 )df(t) 2t-3° - (1+1-5-t)-t>-3"-r-s -3 (2+1-5-1)
’ dt (1+r-5-1)? Q+r-s-t)?
b df(r) s-t2-3"-In3-(1+r-s-t)-t>-3"-s-t _s-t2.3"(In3—t+r-s-t-In3)
dr (+r-s-t)? A+r-s-1)?
o df(s) _r-t?-3".In3-Q+r-s-)-t2-3" r-t 1123 (In3—t+r-s-t-1n3)
ds (1+r-s-t)? (+r-s-t)?

2
4.52 a))’=al'sinhx=ln(x+\/x2+1) Z=x+Vx>+1; %:14. X _Xx+Vx7+l

y, x+\/x2+l _ 1
x+w/x +1 \/x +1 x2+1

= = I_+_’.(.' = M = M =I+_x' _d_‘l=._2
b)y-artanhx-anl_x, y=Inz; z «/E, u=1—0:s; I~ 0

dr_ 1 du_t fi 2 _ i

dx 24w dx 2 Viex (ox?  (-x)2lex

y'_l.E_‘/"‘ J-x o1 1
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4 Differentialrechnung

453

4.54

4.55

4.56

4.57

4.58

dy __ ___ n di
a) T =r-o-cos(ot) b) =-2. sm(2t+3) c) T
t
du_ .0 L dR__ 1.7 ar__,.
d) dt—coUcos(cot+3) e) T Te f)dx_ p-Iy
t
du, U, - dm e . d3
O g h) Gr=cSe™ D g
pae 1l ke o o dv_ g 1 __ 8
dt k kot+l kot+l dt Vs cosh?8!  cosh? &t
Vs Vg
2ks
l) dv _ _kvs ke m
2\/1 —e m m\/l—e m
_Bi —Bt dy -Bt dy
a)—2=-A-B.e®' b —=-—AoB-e c)—2=A-B- 2=
)dt ) )dt € d)dt

e)(:l_f:B.e'C't -C-(A+B-1)-¢“* =(B-A-C-B-C-t)-e™

f)y'=-2-A-B-(x-C)-e B>

Tangente an der Stelle t = T = 2: y(2) = 1,896; y*(2) = 0,5518; d = 0,7927; y = 0,5518¢ + 0,7927;

t=2t=4:y=0,5518-4 + 0,7927 = 3;

Tangente an der Stelle t = 2t = 4: y(4) = 2,5940; y*(4) = 0,2030; d = 1,7820;

y =0,2030-t + 1,7820; t = 3t = 6: y = 0,2030-6 + 1,7820=3

LN .e{%)b; \D oS 5 (L) RON b ()

dat T\T

Tangente: y=0,153-x+0,347 y(1,5)=0,577
b) y(0)=1; y(0,5)=0,425;

’

(23— @x+1)-37 -In3) ¥ —2-2x+1)-3"-€¥ _2:37-(1-@2x+1)- (+In3).

e4x

2x

€

y'(0)=-1,099; d=1; Tangente: y=-1,099-x+1 y(0,5)=0,451

y__le2 2 -cos(2t)-2-¢ 2 sin2t)=—+ 5e T -(cos(2t) + 4-sin(2t))= 0. Dieses Produkt ist nur

dt 2

null, wenn der Klammerausdruck null ist: cos(2t) + 4-sin(2t) = 0 oder nach Division durch cos(2t)

und Umformung: tan(2t) =-1/4

1

= 2t=-0,245+n =2,897; 2,897+n = 6,038; o5

6,038+n = 9,180; 9,180+rn = 12,321;

i
i

i

t =2,897/2 = 1,448; y(t;) = -0,470; Tangente: y =-0,470
t2=6,038/2 = 3,019; y(t) = 0,214; Tangente: y = 0,214; 05

7

t3 = 9,180/2 = 4,590; y(t;) = —0,098; Tangente: y = —0,098; 4l

t4=12,321/2 =6,161; y(t;) = 0,045; Tangente: y = 0,045;

37



4 Differentialrechnung

4.59

4.60

4.61

4.62

a) 442y'=0 = y'=-2; y'3)=-2

c) 2x+2-3yl.y'=0 = y’—2x+2, y()=

d)

e) Y +3x-yty'=1 = y'=—";
3x-y

1_ 3
Y, y(0,5)=

b)2y'-2x=0 = y'=x; y'(1)=1
12 y'(1)=0,840

y' ' '
—=-1=0 = y'=2-\y; y(0)=0; y'(0)=0
2.y Vv

¥5; v'(0,5=-0912

0 3-@y- I3 2y'-1=0 = y=23ey-17; yo=1; yO =3

—_Xe — 2
8 —yy’iy =1 = y=111y@)=2; y@)=-1

3 2
y -3xy%y N o
h) -1=0 = y'= a)’(l =_’ Y(l) 0,1323
y® )
a) i_l‘y’=0_)y’=2.5 b) +y y'=0oy'= _9.x
8 18 4y 32 16 y

) 2x+10+2y-y'=0—y' =-"_;5

a) y(2)=5,657; 2x+2y-y'=0 = y'=-§;

d 4y-y'=3—>y'=@

y'(-2)=0,354; d=6,364; t: y=0,354-x+6,364

, 2 , 3x? , 3 1 3 1
=1 . = = —" l=_' = —— . e —_—
b) y()=1; 2y-y'=3x" = y 2y y'() 2,d 3 Ly =5 X3
2x y , 4x
¢) y(2)=1,4907; y=0=y =—§;y(2)=-0,596;d=2,683; t: y=-0,596-x+2,683

. 1
d) y(0,5)=0,225; %-x 3+%-y 3.y20 =

¥'(0,5)=-0,766; d =0,608;

2 2 y
et y'=0> '=“\/:;
3% 33y Y =%

t: y=-0,766-x+0,608

—8 4 - +
...... s / * et
ol N ) // T
/ \ < / \”"'
¥ o &/ B o~ P P “\2 [0 R/ # " 0
10\ " / 2 \ \\—2 //
N \\ ‘
-8 “+ 4 t
zu a) zub) zuc) zud
1
a) x=y’; 1=3y'y = y'=—5=
y? 3%/_
1 1
b) x=cosy; l=(-siny)-y' = y=—m=- —
=X
’ ’ 1
¢) x=tany; l=(l+tan’y)-y' =y =m=m
3 ’ ! 1 l 1
d) x=coshy; 1=(sinhy)-y' = y=sinhy=J - l= =
cosh” y— X“ =
! ! ] l
¢) x=tanhy; l=(1-tanh’y).y' =y =m=m
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4 Differentialrechnung

463 t=10m-h® —"—;’— fiir t > 0 ist h stets positiv; :E
1=20n-h-h'—x-h*-h';= h'=m c Z //
wie zu erwarten, ist h’ stets positiv (weilh> 0 und h < 10); = 4 /
fiir h — 0 geht der Nenner ————— gegen null und daher 2 /
nh- (20 h) /
der Bruch gegen unendlich: lim h'(t)=co. ® o 0 1o 1o 2000 2500

Der Graph besitzt daher bei x = 0 (rechtsseitig) eine tin Sekunden

senkrechte Tangente
4.64 a) Iny=x-Inx; Z=Inx+1; y'= y(lnx+l) x* (Inx+l) y'(2)=6,773

b) lny=ln2+(2x+l)‘lnx y =2. 1nx+2"“ y'=2x2. (2 Inx +2"+‘) v'(2)=248,72

¢) Iny=x-cosx-Inx; L =cosx-Inx—x-sinx-Inx+cosx;
y

¥ =x** . ((1+Inx)-cosx-Inx —x-Inx-sin x); y'(2) =-1,104

=4x-n(3-2); Y =4.1n[3-2)+_8
@ Iny=ax-in(3-2); L4 ln(3 s

y:=(3_'_) [ ( %) ]y(2) 12218

3x+1 ’ 1 3x+1
& Iny=-(x+1)Inx; L =(3Inx+ 220, y S (3:1mx+21); y)=-0,0436

=1 LY _ W) 1|1 In(x+1)
£) Iny =g In(x+); T == sy Vx+1 |:2x'(x+l) - ] y'(2)=-0,071

g) Iny=—x-Inx; y7'=—(lnx+l); y' =—x*-(Inx+1); y'(2)=-0,423

h) Iny =2x-In(sinx); L'=2 (ln(smx)+ i:noix)’

y' =2-(sinx)*- (ln(smx)+x°°ix) y'(2)=-1,381

4.65 a) y(1,5)=5,063;Iny=(2x+1)- lnx,—-21n +2"+l = y' =x> (2 ‘Inx 2’;"‘)
Y =x™.(2x-Inx+2x+1); y'(1,5)=17,61; d=-21,35; t: y=17,61-x-21,35

b) y(3)=1592; Iny=x-sinx: Inx; Y =sinx-Inx+x-cosx-Inx +sinx

y =x*" . (sinx-Inx +x-cosx-Inx +sinx);
y'(3)=-4,72;d=1576;t: y=—4,724-x+15,76
¢) y(1)=16;lny =2x- 1n"*3 Yy 2(1n"*3+x-i-w)=2-(1n"_*3—i)

X x+3 2 X x+3

y'= 2("*3) -(m’%’-%} y'(1)=2036;d=—4,36; t: y=2036-x—436

’

=n- -__y_.=£ '= n-E: .
4.66 lny—nlnx,y L D Y =xo=nx

39



4 Differentialrechnung

4.67 a)y= 2x+5 =2;y7"=0
b) y'=4x’ S —6x+3; y —12x—18x 6; y'=24x - 18; y¥=24; ‘”—o
€) y'=-24x> + 9x2 - 2/3; y’'=-120x* + 18x; y'"'= -480x>+18; y“> -1440x%; y* = -2880x;
y® =-2880; y?=0

1 2 1 -1
4.68 —; Y= v =— b) y'= i y'=———;  y"(2)=-0,0894
a) y'= e ks Y@=y )y 7o Y T ? y'(2)
6 36
o) y= ;Y= ;Y@ =-25 - 0,288
)Y SR A Y@=

d) y'=%-%=%; y"=—xi2; y'(2)=-Z

e)y' =r-o-cos(®-X); y"=-r-o’-sin(®-x); y'(2)=-r-o’-sin(2o)
fy=-2-¢%; y'=4e>; y(2)=4-¢~0,0733

gy =-e"+2-e%; y'=e*-4-e*; y"(2)=0,0621

, 2:(4+x)-(142%) 1 . " 2
h)y'= = 5 Y =- ; 2)=-—=-0,0741
)y 1+x)? (1+x)? y (1+x)° y'@ 27
y'= 2-x2 —(l+x) (-—2x) 2+2x+x2
(2-x*) (2-x%)?
v _ 242%)-2-x%)’ —(2+2x2+:( 2)-2:(2-x?)(-2x) _ 2x3+6x2:—12x+4; y@=-7-_gs
(2-x?) @-x*)’ 2
oo 2x2-3x41 2x-1 1 2
= = ; '=—- ; '=—; " 2 =2
Dy oy xS e Yoy Y @
, 2a-x-(a-x+1)-a?.x? a?.x?+2ax
ky'= 3 = 3
(a-x+1) (a- x+l)
(Za x+2a)-(a-x+1)2—(a?-x2 +2ax)-2-(a-x+1)- a_ 2a YR =—22
(a-x+1)* T@-x+1)?’ (2a+1)3

, -1 " 4x -3 " 11

hy=— "t yra W3 lE
N 288
X X

(&+L)~(x2-l)-x'&'2x

=0,0936

m)y = 24x - -D-4x* _3x*-3x-4-x _ 1 Jx-(x*+3)
®?-1)? 212 2% 2 -1y
x2+3 . . 2— 2— . 2 o . 2— .
~__l.(2'*/;+2x &J x2-1) (& 2 +3))2-x2-1) 2x_
=3 i -
1 5x*-2x?-3-8x*-24x? _ 1 3x*+26x’ +3 15542
-1 "2) = =1,015
4 Jx-x2 -1y TR - Y@=
X e, e__ 1 —x’/4_ﬁ. 4| L a2 oy ey
n) 2 e 5y 3 (e 5 e ) 2 e (x°-2); y'(2=0,184

0y =0Qx+1)-e™; y =@x+4)-e™ y'(2)=12-¢*=6552
cosx-e?* —sinx-2-¢>* _cosx—2-sinx ., 3sinx—4- CosX ,

!
)y = = s Y=
e4x er er

y'(2) =0,0805
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4 Differentialrechnung

qQy'= j/;'sinx+ X-CosX; y'=- ™ J_SInx+ :/;cosx+#-cosx— X -sinx =

- (“ J‘*‘/—) sinx +% cosx 3 y"(2) =—1,661
' _ 1 2x-sin(2x)+cos(2x)
2 x2 ’
__ 1 (2-sin(2x) + 4x-cos(2x) — 2sin(2x))-x2 —[2x-(2x-sin(2x) + cos(2x))] _
2 N
_ 2xsin(2x) - (2x% ~1)-cos(2x) .
X3 ’
y'= 3cos(3x)-e>** —0,5-e™* -sin(3x) _ 3cos(3x)—0,5-sin(3x)

) .
ex e0,5x

v _(£9-sin(3%) 1,5 -cos(3x))-e*** - 0,5 - (3cos(3x) - 0,5 -sin(3x))- > _
e)(

y"(2)=-0,160

Ny

¥'(2) =0,1935

_ 8,75-sin(3x)+3-cos(3x) .
= 0,5x ’

[
t) y'=3-sin? x-cosx; y’=3'(2~sinx~coszx—sin3x); y'(2)=-1311

df@) _(t-3-(t+3) __ 6  dm_ 12 &fw__ 36
dt (t-3)2 t-3)27  de? (-3  di? (t-3)*
GBxP+2x-1)-(x+) -3 +xP—x+1) _ 2% +4x +2x-2
(x+1)2 (x+1)2
o (6x7+8x+2)-(x+1)2 - (2x> +4x? +2x-2)-2-(x+1) _ 2x>+6x% +6x+6
(x+1)* (x+1)3
m_ (6x2+12x+6)-(x+1)* —(2x> +6x> +6x+6) 3-(x+1)* _ 12
(x+1)8 x+1)?
©) y=-2-x-¢% ;y"=—2-le"‘2 +x-(—2-x~e"‘z)]= 2.1-2x)-e™
y"=-2~[-4x-e-"z +(1-2x2)-(-2-x-e™)|=4x-(3-2x2)- e
d) y'=-2-sinx-cosx =-sin(2x); y"=-2-cos(2x); y” =4-sin(2x)
2 3
e df(t) =1—e"+t-e" ; d f(t) _(2 t) ; d f(t)
dt de? de?
f) y'=1+tan’x; y"=2-tanx-(1+tan’x);
y"=2-|1+tan?x)? +tanx-2-tanx - (1+tan? x)|= 2 +8-tan® x +6-tan* x
2 3
df(u) d*fu) 1. d*f(u)
—_— =1 l ; =— ; = —_—
g qu _ tinu ) au’ 2

4.69 a)

b) y'=

=(t-3)-e

[

1
u
VX 2+In(3x)

h) y'= ln(3x) 3«/_ l +In(3x) )"=l' X 2.4x . 1 In(3x) _1 In(3x)
2«/_ 2 Jx 2 X 4 xx 4 xx
x¥2_ L
o 1 x X TGO SXT 1 3.mEx)-2 _1 3-InGx)-2
Y =3 ) T8y 8 x%-Jx
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4 Differentialrechnung

4.70 a)y=sin(2x+n) =—sin(2x); y’ =-2-cos(2x); y'(n) =-2; y’’ =4-sin(2x); y’’(n/2) = 0'

b) y’ = 2-sin x-cos x = sin(2x); y’(%) = 0; y** = 2-cos(2x); y’’(n/2) =2

¢) y* = 2-(sin x + cos x)-(cos x — sin x) = 2-(coszx - sin?x) = 2-cos(2x); Y’ () = 2;
y”’ =—4sin(2x); y>’(n/2) =0

d) y’ = cos(2x) — 2x-sin(2x); y’(m) = 1;
y”> = —sin(2x) — 2-sin(2x) — 4x-cos(2x) = -3-sin(2x) — 4x-cos(2x); y’’(n/2) = 2=

2
4.71 a)y—— (lnt+lnx)——+—l X; y_1. 4y 1

dx  tx’ gy? 2

1
dy ¢k ioine-inx _1-ingex) |
dt t2 tl t2 t2 ?
1,
dy _nt-inx _ Tyt 002 54003
dt? t? t4 t3
b) dy _20e)x-)-(ert)? P23 dPy 8
(x-1)? -2 7o -0
dy _ 2(x+t)x—t)—(x+)*(-1) _3x*+2x-t?  d%y _ 8x?
dt (x—t)2 ®F @ -
_ x X
c)d_y_t Intx'-tx"t =t—-(lnt——)
dx x2t xt X

X Xz

d’y t2 ot t* tY? ot |t xn?t-2txInx+t(t+])
___.(mt__) e G eI CE

t2

ay ﬁ=i.(1_lnx)2 +£.(_1J_g.[(5_.,,x)’_i _ £ il x-2txinxx (o)
xt \t t

o9 2xtet™ a2 et -l dly _ 2™ 20x' —txl+])

dx t4.x2 t2.x2 Todx? t2.x°
dy _x2et x-et 2ex _ et (x21-2)  dly _ e (a2 —4alt46)
dt x2.t4 xt3 T oat? t*.x
472 a) y =ax’+bx+c I. 4=4a+2b+c a=2 aus III; in I und II einsetzen
y'=2ax+b II. 5=4a+b usw. =
y’=2a II: 4=2a =-3;¢c=2;
y=2x>-3x+2
b) y’=4x-3=0 = x=3/4; waagrechte Tangente bei x =3/4 =0,75; P(0,75/0,875)
473 f(x)=ax’+bx*+cx+d I: 3a—2b+c=-3 b=6a+ 1 aus Il in I und II
f(x)=3ax*+2bx+c I: 12a—4b+c=5 einsetzen usw. =
f'(x)=6ax +2b III: -12a+2b =2 a=-10/3;b=-19;c=-31;
IV: d=1 y=-10x*/3—19* - 31x + 1
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4 Differentialrechnung

4.74

4.75

4.76

4.77

4.78

a) Dadie 2. Ableitungder y’(2)=-5 Tangente an der Stelle x = 2:
Polynomfunktion y’=-1 y=kx+d=-5x+d;
1dentlsch. -1 ls.it, istihr  I: y’$,2) =2a2+b=-5 P(2/c-8) ist Beriihrpunkt der
Grad gleich 2: Iy = 2a=-1 T .

— —= angente:
y =ax*+bx+c :_3‘27;/2’3"1‘?’ c8=-52+d = d=c+2;
y'=2ax+b y=X/a—OXTC daher lautet die Tangente:
y”=2a y(2)=—4/2—3‘2+c=c_8 y='—5X+C+2.

Vergleich von y = —5x + ¢ +2 mit der gegebenen Tangente y =—5x + 7 ergibt c+2 =7 oder

¢ = 5. Daher lautet schlieBlich die Gleichung der gesuchten Funktion: y = —x*/2 —3x + 5
b) y=- 22 -3x+5=0 = x; =1,36; x,=-7,36; y'=-x-3

y‘(x1) =—4,36; tang; =—4,36 = ¢* =-77,1; @1 =¢;* + 180°=102,9°

y‘(x2) = 4,36; tang; =4,36 = ¢, =77,1°

y =ax’+bx*+cx+d x=0y=1> d=1

y =3ax’+2bx+c y"(0)=0: 6a-0+2b=0 = b=0

y"=6ax+2b Y1) =1: 3a(-1* +2b-(-1) +c(-1) =1 = c = 1-3a.

Damit lautet die gesuchte Funktionsgleichung: y = ax’+(1-3a)x +1; y(-1)=2a;

Tangente an der Stelle x =—-1: y =k-x +d =x +d; P(-1/2a) ist Berithrpunkt der Tangente:
2a=1<(-1)+d = d=2a+ 1; daher lautet die Tangente: y=x +2a+ 1

Vergleich von y = x + 2a —1 mit der gegebenen Tangente y =x + 5ergibt2a+1=5 oder a=2.
Daher lautet schlieBlich die Gleichung der gesuchten Funktion: y = 2x” —5x + 1

a) y'=e™ (-3 sin(4x) +4-cos(4x)); y" =™ .(~7-sin(4x) —24-cos(4x))

e (= 7-sin(4x) — 24 -cos(4x))+6-e ™ - (- 3-sin(4x) + 4- cos(4x))+25-€>* -sin(4x) = 0
b) y'=e™ .(-4-sin(4x)-3-cos(4x)); y"=e*-(24-sin(4x)—7-cos(4x))

e .(24-sin(4x) - 7-cos(4x))+6-e* - (- 4-sin(4x) — 3-cos(4x))+ 25-e™* - cos(4x) = 0

a) (1) Grad 2, weil firy = ax*+bx+c gilt: y'"(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y‘ =2a-x +b
(2) Mogliche Vorgangsweise: y''=2a=2=a=1;y(0)=c=4; y'(0)=b=-2;
y = x> -2x + 4, Gleichung einer Parabel
Umstindlicher ohne Verwendung der I: y(0)=c=4
Ableitungen; beispielsweise: I:y(1)=a+b+c=3 =a=1,b=-2,c=4
Il: y2)=4a+2b+c=4
(3) An der Stelle x = -1 ist die Tangente waagrecht, also ist dort der Parabelscheitel: S(1/3)
b) (1) Grad 2, weil fiir y = a:x’+ bx + ¢ gilt: y’'(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y* =2ax +b
(2) Mogliche Vorgangsweise: y''=2a=-2=>a=-1;y(0)=c=-15;y'(0)=b=-8;
y = -x* -8x — 15, Gleichung einer Parabel
(3) Parabelscheitel S(-4/1), weil an der Stelle x = —4 die Tangente waagrecht verlduft
c) (1) Grad 2, weil firy = ax’+bx+c gilt: y"’(x) = 2a, d.h. konstante 2. Ableitung; y‘ =2a-x +b
(2) Mogliche Vorgangsweise: y''=2a=8 =2>a=4;y(0)=c=1;y'(0)=b=4;
y = 4x +4x +1, Gleichung einer Parabel
(3) Parabelscheitel S(-0,5/0), weil an der Stelle x =-0,5 die Tangente waagrecht verliuft

a) (1) Grad 3, weil firy = ax’+bx*+cx+d gilt: y"""(x) = 6a, d.h. konstante dritte Ableitung;
y'= 3ax’+2bx +c; y¢“=6ax+2b
(2) Mogliche Vorgangsweise: y”"'=6a=-18 =>a=-3;y(0)=d =2
y(0)=c=-1; y'(0)=2b=4=b=2; y=-3x>+2x>-x +2
Umsténdlicher ohne wenigstens teilweiser Verwendung der Ableitungen.
b) (1) Grad 3, weil fiiry = ax’ + bx* + cx + d gilt: y"’(x) = 6a, d.h. konstante dritte Ableitung;
(2) Mogliche Vorgangsweise: y”''=6a=-2,4=>a=-04; y(0)=d=—-2;
Y(0)=c=3;y7°(0)=2b=—4= b=-2; y=-0,4x> 2x*+3x -2
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4.79

4.80

4.81

4.82

4.83

(=2 dy=2.
£2)=3; dy=7-dx

_2
(1-2x)*°
¢) f'(x)=cosx; £'(0)=1; dy=dx  d) f'(x)=~sinx; f'(g)h%; d":"g'dx

a) f'(x)=6x2-1; f'(2)=23; dy=23-dx b) f'(x)=

e) f'(x)=2-e*; f'(1)=2-¢%; dy=2-e’>-dx; f)f'(x)=Inx+1; f'(1)=In()+1=1; dy=dx
a) f’(x) x; P(-1)=-1;

=2 Ay f(1)-f(-1)=0 dy=-12=-2
dx 0,01: =1(-0,9)-f(-1)= —0,00995; dy =-1-0,01 =-0,01
b) fx)=— £(0)= -1;
dx=0,1: Ay =£(0,1) — f(0) = -0,09516; dy =-1.0,1 =-0,1
dx=0,01: Ay = £(0,01) — f(0) =0,00995; dy =-1-0,01 =-0,01
c) Px)=cosx; P(n)=-1;
dx =7/5: Ay = f(n+n/S) - f(n) = -0,58779; dy =-1-n/5 =-0,62832
dx = n/20: Ay = f(n+n/20) — f(r) =-0,15643;  dy =-1-n/20 =-0,15708
d) Px)=1/x; £(2)=0,5;
dx =-0,2: Ay =1(1,8) — f(2) =-0,10536; dy =0,5-(-0,2) =-0,1

dx=-0,002:  Ay=1(1,998)—f(2)=-0,00100; dy = 0,5:(-0,002) = —0,001
e) P(x=-2/(x-1); £(=2)=-0,22222;

dx =0,1: Ay =f(-1,9) - f(-2) =-0,02299;  dy=-0,222220,1 =—0,02222
dx = 0,05: Ay = f(-1,95) - f(-2) =—0,01130;  dy =-0,22222-0,05 =-0,01111
f) f£(x)=-2-sin@x+n/3); £(0)=—1,73205;
dx =-0,2: Ay = f(-0,2) - f(0) = 0,29778;  dy =—1,73205-(=0,2) = 0,34641;

dx=-0,02:  Ay=1£(-0,02)— f(0)=0,03423; dy =-1,73205-(~0,02) = 0,03464

Ja, die linearen Funktionen y =k-x +d;
Grund: Ay = f(x¢+dx) — f(X) = k-dx; dy = f'(x)-dx =k-dx

V)= % -d®; exakt: %(2013 -200%) mm® ~ 63,15 cm®
V()= §~d2 ; V'(200) = 62832 cm?; niherungsweise; dV =62832-1 mm’ = 62,83 cm®

Stromstirke I:

I= % linear in U (“y =k-x + d” mit k = 1/75 und d = 0); daher ist die exakte Anderung gleich der
niherungsweisen Anderung durch das Differential von I;

I'u)= % ; Up=230; dI=1I"(Up)-dU = % -(-5) =-0,0667 A,

prozentuelle Anderung: I, = 20 =3,0667 A; Ip= =2%0667 __4.0217= —2,17.-L = 2,17%
75 I, 3,667 100
Leistung P:
2
P(U) =U—; Uo =230 V; Po=P(Ug) = 705,33 W; AP=P(Uo—5)— P(Ug) = 30,33 W;
prozentuelle Anderung exakt : 2 = %33 _ 0 0430 =4, 30-2-=—4,30%
P, 70533
, 2.230
P(U)-— P'(Ug)=2222=6,133; dP = P'(UydU = 6,133(-5) = 30,67 W;
dP_-30,67 _ _
prozentuelle Anderung niherungsweise: —= =-0,0435=-4,35-— =-4,35%
P, 70533 100
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4.84 Exakt: Co=5-10°F;
dC=0,1-109F: AT = T(Co+ 0,1-10) — T(Co) = 0,0000625 s = 0,0625 ms
dC=0,5-10°F: AT= T(C0+ 0,5- 10*‘) T(Co) = 0,0003067 s = 0,3067 ms

Naherungsweise: T'(C) = J_ =n-,|—=; T'(Cy)=m- /Co =628,32;

dC=0,110°F: dT =T(Co)-dC = 0,0000628 s =0,0628 ms
dC=0,510°F: dT = T’(Co)-dC = 0,0003142 s = 0,3142 ms

4.85 1o=10,0 cm; |Ar]=0,5 cm
a) u(r) = 27 r; up = u(ro) = 62,83 cm?; w'(r) =2m;
absoluter Maximalfehler: |Au| ~|du| = |u’(ro)|-|Ar| =2n-0,5=3,1 cm;
ool _loul _ 31 _ 05 =55
Ug Uy 62 8
b) A(r) = 7 %; Aro) = 314,2 cm?; A’(r) = 27,
absoluter Maximalfehler: |AA| ~ |dA| = |A’(ro)||Ar| = 31,42 cm?;

relativer Maximalfehler: |AA| ~ M = 3142 0,1 =10%

relativer Maximalfehler:

4.86 ay=2,0dm; |Aa]=0,5cm
a) O(a) = 6-a%; Op = O(ao) = 24 dm%; O’(a) = 12a;
absoluter Maximalfehler: |AO| ~ |dO| = |0’(ag)||Aa] = 24-0,05 = 1,2 dm?;
relativer Maximalfehler: A —rx—=2=0,05=5%
0y O, 2
b) V(a) = a’; Vo = V(ag) = 8 dm’; V’(a) = 3a%;
absoluter Maximalfehler: [AV| ~ |dV| = |V(ag)|-|Aa] = 120,05 = 0,6 dm’;

AV| [dV]
relativer Maximalfehler: I l L P I—l = 06 _ 0,075 =17,5%

4.87 do=50,0 cm; |Aa]=0,5 cm
a) V(d) = (n/6)-d>; Vo = V(do) = 65,45 dm*; V’(d) = (n/2)-d* ;
absoluter Maximalfehler: |AV| ~ |dV| = [V’(dg)|-|Ad] = 39,27:0,05 = 2,0 dm?;
relativer Maximalfehler: |AV| ~ M =20 _ 0,03 =3%
Vo V, 6545
b) O(d) = n-d%; Op = O(do) = 78,54 dm?; 0’(d) = 2n-d;
absoluter Maximalfehler: |AO| ~ |dO| = |0’ (do)|-|Ad| = 31,4-0,05 = 1,6 dm?;
relativer Maximalfehler: lAOI —x M =16 0,02 =2%
4.88 hy=750,0m; |JAh|=0,5m
J2gh; 31,3 v/ ===
v(h)= 2g-h ; vo = v(ho) = s; v'(h) = m
absoluter Maximalfehler: |Av| » |dv| = [v’(ho)|-|Av| = 0,313-0,5 = 0,16 m/s;
A
V] 016 _ g 005 - 0,5%
Vo Vo 3 l 3
4.89 xo=480 mm; |Ax| =1mm

relativer Maximalfehler:

, 1000000
Ry(x)=1000- ———— 1000 5 Rxo = Ru(x%0) = 923,1 Q; R’(x) = —(1000—x)2 ;
absoluter Maximalfehler: |ARy| = |dRy| = |Rx’(xo)| |Ax] = 3,698:1 = 3,7 Q;
relativer Maximalfehler: IAR"' ~ M =—— =0,004=0,4%

Ro Ry 923,1
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4.90

4.91

4.92

4.93

4.94

4.95

Al = 1%; T() = 2n-\ﬁ s To=T(l) = 2n~\ﬁ s T = =
g g Vel

absoluter Maximalfehler: |[AT| = |dT| = Al ;
\/ gl
==l
relativer Maximalfehler: |AT| |dT| & 10 l |—| =1 1% =10,5%
0 0 2 Io 2 0 2
n . —_—

op =42° |Aa|=0,5°=0,00673 rad
A(o) = %~b-c-sina ; Ao = A(0l) = 1856,1 cm?; A’(ct) = %-b-c'cosa ;
absoluter Maximalfehler: [AA| ~ |dA| = |A’(O.o)|-|A0.| =2061-0,00673 = 18 cm?;
[aA] _jaa] _ - ~10
A Ao m 0,00969 ~ 1%
o =28°% |Aa| =1°=0,01745 rad
h(c) =52-tan a; hy = h(ap) = 27,65 m; h*(a) = 52-(1+ tan’or);
absoluter Maximalfehler: |Ah| = |dh| = |h’(ay)|-|Aa| = 66,78-0,01745 = 1,16 m ~ 1,2 m;
|Ah| |dh| 116
2=4,29

ho  hy 27,65 =0,042=4.2%
ap=20,0 cm; |Aa]=? O(a) = 6a’; Op = O(ag) = 2400 cm?; O’(a) = 12a;
absoluter Maximalfehler der Oberfliche: |[AO| = |dO| = |O’(ag)|:|Aa| = 240-|Aaj;
relativer Maximalfehler der Oberfliche: |AO| |d0| 240 |Aa| =0,01 =

0, O, 2400
absoluter Messfehler der Seitenkante |Aa]=0,1 cm =1 mm
|Aal/ao =12
V(a)=2a%; Vo = V(ao) = a’; V’(a) = 3%
absoluter Maximalfehler des Volumens: [AV| = |dV]|= |V (a0)|-|Aa] = 3a¢>|Aal;
AV] _[aV]_ 3a3{ae| _, |aa] _

relativer Maximalfehler:

relativer Maximalfehler:

relativer Maximalfehler des Volumens: =0,03 =
o Vo a) &
prozentuelle Messunsicherheit der Seitenkante |a l =0,01=1%
0
a) x=1; y=2t; y’ ———2t 0 = t=0; x(0)=0+1=1;y(0)=02-1=-1; P(1/-1)
b) x=1; y=3t%; y’ %=3t =0 = t=0; x(0)=-1;y(0)=1; P(-1/1)
. 1 . y 2t
) kx=——; y=2t; y=== =0 = t=0; x(0)=0,5; y(0) = 0; P(0,5/0
) 2 ¥y Y=3 a0 (0) = 0,5; y(0) = 0; P(0,5/0)
d)yx=e'; y=2t; '=%=2-0=>t 0; x(0)= e—l y(0)=1+02=1;P(1/1)
(3
1/ ¥ A
1 n /g B T3 2 1 0 i
4 n o h 2 B nojpo
TT WD e ,
zu a) zub) Zuc) zud)
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4 Differentialrechnung

e) x=2; y= 2%/?{ ;Y= 1 = L‘/_ = 0; keine Losung, daher kein Punkt mit waagrechter T.

f) x=-sint; y=2sint-cost; y =Z =-2cost =0 = t=1n/2, +31/2 usw.
X
x(2n/2) =x(F3n/2) = ... = 0; y(#n/2)=y(*3n/2)=...=1; P(0/1)

g))’(=;;y= ! ; y’=i=ﬂ=0 = t=1; dieser Wert ist aber nicht im
a-0*" 7 @-* X @3-ty
Definitionsbereich von x = x(t); es gibt daher daher keine waagrechte Tangente

2 o2
h) ,'(=l; y=%, y' =_X=f___ =0 = t;=1;t; =-1 ist nicht im Definitionsbereich von
t 2t X 2t
x=x(t); x(1) = 0; y(1) = 1; P(0/1)
| ' NIV
l/ 1 \ £ /
_1J1123 [2'4012 2 M flo p R 'P

' 2 41 0 1 2
zue) ) zug) uh)

2 C 12
px=l;y=tt s Y M) g o 4= 0,t,=1, ;= —1; die Stellen t; und t; liegen
7+t % (142

nicht im Definitionsbereich von x = x(t); x(1) = 0; y(1) = 0,5; P(0/0,5);

j)x=e'+et; y=el-e™; y =1-i =0,dh.e'=etodere’=1= t=0;
X e +e

x(0) = 0; y(0) = 2; P(0/2);

k) x=1; y=(1-t)-e™; y’=%=(l—t)'e" =0 = t=1;x(1)=3; y(1) = 0,368; P(3/0,368)

)] )'(=(l lt)z 5 ¥=4-Ct+1); y'=4-Qt+1)-(1-t)2 =0 = t;=-0,5; t, = 1 ist nicht im
Definitionsbereich von x = x(t); x(-0,5) =-0,333; y(-0,5) = 0; P(-0,3333/0)
4 4 2 i
75 3 P
P \\2 7 o /& k B NL

A AP 2 P 2

/ - \ T / P

2ok b b B o

2 41 0 1 2 2 4 0 1 2 4 2

i) uj) zuk) zul)

496 a)x(0)=2;y(0)=1;PQ/1); x=2-¢'; y=—-e"; y'=i=—-2-:—27; y(t=0)=k=-05

Tangente: y=k-x +d; y(0)=-0,5x(0)+d = d=2;y=-0,5x+2
b)x(1)=1;y(1)=1; P(I/1); x=4-1; y=4-0%; y =0 y'(t-==1) =k =1,
Tangente: y(1)=1x(1)+d =d =0;y=x
c) x(n/4) = 2,12; y(n/4) = 2,12; P(2,12/2,12); x=-3-sint; y=3-cost;y’ =—cott;
y’(t=mn/4) =k =-1; Tangente: y = —x + 4,24
d) x(1)=1; y(1) =-0,307; P(1/-0,307); x=-1/t y=lty =-t,yt=1)=-
Tangente: y = —x + 0,693
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. 3(-t%) . 6t .
4.96 ) x(0,5)=1,2; y(0,5) = 0,6; P(1,2/0,6); x = Dy = Ly =
) x(0,5) ¥(0,5) ( ); X 1oy y 1) Y=g

y'(t=0,5)=k= ;; Tangente: y = §~x—l
£) x(0) = 0; y(0) = 1; P(0/1); x =cosht; y=sinht;y =tanht;y' =tanht; y’(t=0)=k=0;
Tangente: y =1

= . = . s w="2.q1 - V= . ' 1 .
g) x(2) =7,54; y(2) = 3,63; P(7,54/3,63); x =2-sinht; y=cosht; y Sanht
y’(t=2)=0,519; Tangente: y =0,519-x — 0,276

h) x(0,5) = 0,681; y(0,5) = 1,536; P(0,681/1,536); x = -1

1 . X
2:(t2+1 1/zu‘ctant o t2+41°

y'= —2-,/arctant ; Y (t=0,5)=k=-1,362; Tangente: y =-1,362-x + 2,464

497 xo=3=5-ccost oder cost=0,6 = t;=0,927, t,=2n-1t,=5,536;
y(t) = 5-sinty) = 4; P1(3/4); y(t) = 5-sin(tp) = —4; Py(3/-4);

: 1
X =-5-sint;y=5- t:oy' =— .
X sint;y cost;y —
y'(t) = —% =k,;; Tangente durch P;: y=—%-x+§;
Y'(tz) = :3“ =ki; Tangente durch P,: y=:‘3—~ —?;

498 a)x =-sint; y =-2sin(2t) =—4-sint-cost; y‘ =4-cost=0
=t =7/2;t,=3n/2;
x(t1) = 0; y(t) = -1; Py(0/-1); x(t2) = 0; y(t2) =-1; P, =P,

b)kx =-sint; y =2-cos(2t); y'= ——2-":;—%23 =0 odercos(2t)=0 =

2t = n/2 oder 37/2 oder 5n/2 oder 7n/2 (solange noch gilt 0 <t < 2m),
also:

t) =n/4; t, =3n/4; t3 = Sn/4; t4 = Tn/4;

P1(0,701/1); P5(-0,701/-1); P3(-0,701/1); P4(0,701/-1)

c)kx =cost; y =-3-sin(3t); y'= —m(:t) =0 odersin(3t)=0 =
cos

3t =0 oder n oder 27 oder 3w oder 4n oder 57t
(solange noch gilt: 0 <t <2m), also:

t,=0; t =7/3; t3 = 2n/3; ty = m; ts = 47/3; ts = Sn/3;
P;(0/1); P»(0,866/-1); P3(0,866/1); P4(0/-1); Ps(—0,866/1); P¢c(—0,866/-1)

499 x(t)=sint=0 = t=0sowiet=m;
yt)=sin2t)=0 = t=0, w, 2n sowie 3m;
d.h. fiir t; =0 und t, =t ist P(0/0) ein Punkt des Graphen.
_ 2-cos(2t)
T cos(t)
y‘(t=0) =2 sowie y‘(t =m) =2 sind die Steigungen der beiden
Tangenten; da Ursprungsgeraden, istd = 0: y = 2x sowie y = -2x

x=cos(t); y=2-cos(2t); y'
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4.100

4.101

4.102

4.103

X =-5sint; y =3-cost; y'=_3'°f’St -__3 :
S-sint S-tant
Y =tan135°=—1; y’ = —— =] oder tant=>
S-tant 5

= t,=0,540; t, =7 +1, = 3,682;
daraus die Punklte: Py(7,29/2,54); Px(~1,29/-0,54)

a) X =2-(l—cost); y =2sint; y'= sint ;
1-cost
t—Wert Tangente

t; = 1: P,(0,317/0,919); y =1,830-x + 0,339
y(t) = 1,830
t2 = 2: P2(2,818/2,832); y=0,642:x + 1,432
y(t2) = 0,642 4 o 0 10 20 x
t3 =3: P5(5,718/3,980); y =0,0709-x + 3,575
y*(t3) = 0,071
b) y'= lj::)tst = 0; der Zihler sin t ist null fiir t = 0, £n, 27, 3%, +4%, =57 usw.
Fiir t = 0; +27, £47 usw. ist allerdings auch der Nenner null, weshalb t = 0 nicht im
Definitionsbereich der Ableitungsfunktion y* liegt. Der Graph lésst dort eine Spitze
vermuten (wie unten gezeigt wird). Nur fiir +r, 37, +57 usw. liegt eine waagrechte
Tangente vor. Die Beriihrpunkte haben die x-Koordinaten £2n = +6,28; +67 = +18,85; £10n
= 131,42 usw. sowie alle die y—Koordinate 4.
Verhalten von y* fiir t — 0:
,_ sint _ sin(2t/2) 2-sin(t/2)-cos(t/2) _cos(t/2)
l-cost  1-cos(2:t/2) ~ sin(t/2)+cos? (t/2)—cos® (t/2)+sin?(t/2)  sin(t/2) ’
cos(t/2) = +; lim cos(t/2)
t— 0+ sin(t/2) - 0- sin(t/2)
Steigungen + co. Fiir t - +27, +47 usw. gilt Gleiches, da x(t) und y(t) periodisch mit der
Periode 2n sind.

= —c0; daher besitzt y* bei t = 0 eine Spitze mit

X =2tcost; y=2-tsint;y‘ =tant;
y'(t=n/4)=1; x(n/4) =2,525; y(n/4)=0,303; P(2,525/0,303);
Tangente: y =x — 2,221

X =2-cost—2-cos(2t); y=-2-sint + 2-sin(2t);
, _ —sint+sin(2t)
" cost— cos(2t)

—sint + 2-sin t-cos t =sin t(—-1 + 2-cos t ) = 0;

daraus nach dem Produkt—Null-Satz:

(Msint=0 = t; =0, t,=mn; fiirt; =0 ist jedoch auch der Nenner
cos t — cos(2t) von y’ gleich null, weshalb t = 0 nicht im
Definitionsbereich der Ableitungsfunktion y* liegt. Der Graph ldsst
dort, also im Punkt P;(0/1), eine Spitze vermuten (wie etwa mit der
Regel von de I’Hospital, Lehrbuch, Seite 142 ff., gezeigt werden
kann).

(2)-1+2-cost=0 oder cost=1/2 = t3=n/3; t4=57n/3

Somit lauten die Punkte mit einer waagrechten Tangente: P,(0/-3);

P3(,866/1,5); P4(—0,866/1,5)

=0 oder -sint + sin(2t) = 0;
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4.104

4.105

4.106

4.107

a)

b)

a)

b)

a)
b)

d
a)

x®)=0 fir t-1=0 = ty=-1;t,=1; y)=0fir* —t=t:-1)=0 = t'=-1,1,=1,
t3=0; d.h. firt;=-1;t,=1 sind sowohlxwie auchynull

(12 —(t2_1). _ 3_ 4 2_
goo. 2D~ -D2 y=2. B2 -1)-(t2+1)—(t> —t)-2t 5 144’1

(2+1)z - ( +l)z (t +1 - (t2+l)z

< 4 2
y _l_$ V() =~1 = tan o = oy = —45° + 180° = 135°

y(tz) =-1= tan az = oy =45°

y¢ =0 fiir t* + 4 — 1 = 0; setzt man voriibergehend u = t?, so erhilt man eine quadratische
Gleichung in u: C+4u-1=0 = uy = 0,2361; u; =—4,2361;t= i,/a = t4=0,486,

ts =—0,486 (aus u; keine reelle Wurzel ziehbar); P(-1,236/-0,601); Q(-1,236/0,601);

x=0fircost=0 = ty=7/2; y=0 fiir sin(2t)=0

-

= 2t =t (die weiteren Losungen fiihren auf t-Werte yz Py
auflerhalb des Definitionsbereichs) oder to = n/2
.2 2
—sin“t—cos“t 3 .
x=3. =- ; Yy=4-cos(2t 4
sin?t sin?t y (21) X

Y _ 4-cos(2t)-sin2t .

y X - 3 ’

y'(n/2) = ; =tana = o =53,1° Tangente: y X

y* =0 fiir cos(2t)-sin’t = 0; Produkt-Null-Satz:

(1) cos(2t)=0 = 2t=mn/2, 3n/2 (alle weiteren Lésungen fithren auf t-Werte auflerhalb des
Definitionsbereichs); damit: t; = n/4, t, = 3n/4; Py(3/2), P2(-3/-2)

(2)sint=0 = t=0, n usw., stets auBerhalb des Definitionsbereichs

Wl-h

X=Vy-cosa;y=vy-sina—-g-t
x=30g~t=15\/§-t;

y=20+30~%-t—5~t2=20+15-t—5-t2
y=0 = t; =0 s (Abschusszeitpunkt);

ty =4 s (Zeitpunkt des Auftreffens am Boden)
x=15V3;y=15-10t;

v(ty) = \/*2 +yt = 10413 ~ 36,1 m/s

,_X__IO_4__ = _ o4 o — o
y—x 1593 0,962 =tana = o= -43,9°+ 180°=136,1

v =0 fir y=15-10t=0 = t=1,5s; S(39,0 m/31,3 m)

y) = f(xz(t)), d.h. sin t = cos’; sint=1—sin’t; u=sint y
u=1-u" = u;=0,618; u, =-1,618;

sint=u; =0,618 S

= t1=0,666; t; =m —t, =2,475;

Y
s1
sin t = u, ist nicht moglich, da ein Sinuswert zwischen -1 o X
und +1 liegt.
= cos(ts) = 0,786; X, = cos(tz) =-0,786 =—x: ; K‘_ ’J
Y1 xi2 = 0,618; y2 = X2 = yu;

Schnittpunkte: S,(0,786/0,618); S2(-0,786/0,618);
Parabel: y* = 2x; y‘(x1) = 1,572 =k;;

Schnitt Parabel mit Kreislinie
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4 Differentialrechnung

b)

4.108 a)

b)

Kreislinie: X =-sint; y =cost; y* = y/x =—cost/sint; y*(t}) =-1,272=k,
ky—k;

tang=—=—-=2.845 = ¢=70,6°.

1+k; 'k,
Der Schnittwinkel in S, ist aus Symmetriegriinden ebenfalls gleich ¢.
y(t) = f(x(t)), d.h. Invt =1n(2t?); daraus v/t = (2t?) y
oder t =4t*und t(1-4¢%)=0. 05

Produkt-Null-Satz:

(1) t; =0, ist nicht im Definitionsbereich von y(t)

2) 142 =0 = t,=0,630; x(t2) = 0,397; y(t) = —0,231;
Schnittpunkt S(0,397/-0,231).

1. Funktion: y* = 1/x; y*‘(0,397) =2,520 =k;;

2. Funktion: x =2t; y = 1/2t); y* = y/x = l/ 412 ; y*(t2) = 0,630 =ky;
ky—ky
1+k; 'k,

L 2-e =+t

I et=17

nichtlineares Gleichungssystem; I = 1= 4-¢*, in 11 einsetzen:
e'=16¢" oder e"=1/16 = ty=-0,554;

10 = 4-€20%559 = 1 320;

X(tg) =26 %% = 1,15; y(ty) =059 =1,74;

Schnittpunkt S(1,15/1,74);

1. Funktion: x=2-¢'; y=—e™;y'=-

tang = =-0,730 = ¢*=-36,1°; @* + 180°= 143,9° bzw. supplementir ¢ = 36,1°.

;Y () =-1,516 =k

2-e 2!
2. Funktion: x——J_ y=2-1; y=4 \/‘t_,y(‘to) 6,063 =k,
= 1':( _l;' =-0,925 = @* = -42,8% ¢* + 180°= 137,2° bzw. supplementir ¢ = 42,8°
rka

I: Jm_=J_
II: InQ2t) = vt+1

nichtlineares Gleichungssystem; I = Int=2t und damit t = **
in Il einsetzen: In(2-€*)=In2+In(Ee*)=In2+21=t+1;
diese Wurzelgleichung fiihrt nach Quadrieren auf

72 +0,44315.1-0,12989=0 =

71 = 0,201 und 1, =-0,645; T ist keine Losung der Wurzel- 0 1 2 x
gleichung (Probe!); t, = 020 = 1 496;

x(T1) = ,/2~0,20 =0,635; y(t)= \/0,201 +1 =1,096;

Schnittpunkt S(0,635/1 096),

1
1. Funkti = = 2JInt; y'(t)=1,270=k
on: X = e s y=25y nt; y‘(t1) 1

2. Funktion: x = % 2J1T =1 ‘L_:l ;¥4(r1) = 0,290 =k,

lﬁ ";' = 0,717 = ¢* =35,6% ¢* + 180°= 144,4° bzw. supplementir ¢ = 35,6°
1'%2
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5 Anwendungen der Differentialrechnung

51 a)y(t)=2+30t—5t% y(2)=42m ‘
Zeitintervall {2s; 2,5 s]: y(2,5) =45,75 m; Ay/At=(45,75-42)/0,5="17,5m/s
Zeitintervall [2s; 2,1 s]: y(2,1) =42,95 m; Ay/At=(42,95-42)/0,1 =9,5 m/s
Zeitintervall [2s; 2,01 s]: y(2,01) = 42,0995 m; Ay/At = (42,0995 — 42)/0,01 = 9,95 m/s

b) v(t) =y‘(t) =30-10-t; v(2)=10m/s

c) Maximale Hohe, wenn v =y‘(t) =30 - 10t =0 = t=3s; maximale Hohe y(3) =47 m
5.2 Die Last Q wird mit derselben Geschwindigkeit gehoben, mit der sich

der Punkt C nach oben bewegt. Dessen Hohe sei h; a=8 m.

82-x?

-1 = 0,13 m/s.

1
8212

Einsetzen: h=

53 x:y=4:8,x=y/2; V= nxzy/3 =% y3/12; v =(dV/dy)-y =(1:y2/4)~y;
y=4V/(ny?®); Einsetzen: y =12/(257) =0,153 m/h
54 e(t)=4(200-t7 +(300-(t—1)) =100-+/2-t} +(B-(t-1)} =100-413 -2 ~18-t+9
=100 212 __;
,/1342 ~18-t+9
€(2) =340 km/h = Geschw., mit der sich die Flugzeuge um 14 Uhr voneinander wegbewegen.
5.5  a(t) ist die Wiirfelkante zur Zeit t; a(0)= 10 dm; V(0) = 10° dm?;
V(®) = [a®)F =10° dm’® + (1 dm*/min)-t=10°+1t; a(t) = 310° +t;
1 . 1 .1 .
=———1; 4(0)=—— dm/min= - mm/min
3‘3,(103 +1)? 300 3
56 q(t)=2530-10% As(1-¢7VO010% 1000 )

i=4=2530100 As— g V0079 = 25 ) o-y30ms _ o5 A o-y30ms
30-107-1000 s 1000

t
57  q(t)=7,5-10"As.e 3010710005,

a

t t t
i=4=7,510"As-— e 1975 = _25mA e O™, |i|=25mA-e ™
-30107"-1000s
5.8 Polynomdivision Regel von de L‘HOSPITAL
- 2x
imX =4y - =lim===4
a) )l(l_)mz — ,l(l_)n}(x+2) 4 b
2 - . 2x+2
by limXF2X=3 _ lim(x+3)=4 =lim——=4
x-1 x -1 x—>1
2 _ T 2X—4_
o) lim X =4*3 _ fim(x-1)=2 = lim=——=2
x—=3 x-3 x—-3
X? = 5% +6 im0
d) lim =——"—=lim(x - 3)=-1 x2 1
x—2 x-2 x—2 2
. 3x“-6x-5_ 0" . 6x-6
 x*-3xr44 =lim~———==——=1im =3
e) hm—2=llm(x+l)=3 x>2 2-(x-2) " xo2 2
X2 (x_2) x—>2
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5.8 Polynomdivision Regel von de L*HOSPITAL
2_ 2 _
£) lim ™ XXl i (x+1)=2 —lim X ¥2xol_,
x>l x? - x>l x> 2x
x4 —x3 2 3 2
-x"=-3x"+3x .. [, . 4x” -3x"-6x+3
- - = -3)=- =lim—m— ~ -2
g) E(lin] xz -X !(1_!2 (X 3) 2 xlg} 2x -1
—3x4 +3x2 - . 6x°-12x>+6x _ 0" 30x* -36x2 +6
h) lim 3x” +3x l=|im(x2—l)=0 =llm-x—-M=T= mx—zx_=
Xl x4 -2x2+1 x>l ol 4x3 -4x 0 x>l 12x2-4
) lim X 3_5x2+8x-4 lim(l—i)—l = lim 3x? —10x+8_£= 6x—10=l
x>2x3 —2x2 —4x+8 x>\ x+2) 4 | x23x2-4x-4 "0 2 6x—4 4
1 1
59 a) lim 20X i lex b) lim 24X _ iy 1ex
x—0 b'e x-0 1 x=0+ x x—=0+ 2X
2 ) 2x
Tiow 2
lim 20+2%) _ i Le2x d) lim 24X e L
x—0 X x>0 1 x—0 X x>0 2x x>01+x2
1
b X
e) lim In(1-x) 11m I=x _ f) fim =% - lim =5 -1
x—0 X x>0 x>0 X x>0 1]
¢) lim sin(2x) —lim 2-cos(2x) =2 h) lim sm(2x) 2 cos(2x)
x>0 X x—0 1 x-1 tan X x—-)n 1+ tan X
i) lim sin(a - x) = lim a-cos(a-x) _ i) llln1 oos(b X) _ lim& sin(b- x) -0
x—0 X x—0 1 x>0 x—0 1
k) lim a-x-sinx - a-cosx _ a-1 1) lim x+sm(a x) l+a-cos(ax) _1+a
x>0 X-COSX  x-»0 COSX+X-sinx x>0 tan(bx)  x-0 b-(1+tan2(b~x) b
5.10 Manche Aufgaben kénnen leicht ohne Anwendung der Regel von de L’HOSPITALgelst werden.

a) lim§ﬂ=1im(l+-'-)=l b) limﬂ=lim(3—l)=3 R 1.m3—_|.mi=-3
x>0 2X x|\ 2  2X 2 x>0 X X—>0 X -0 |-X  xsw -1
2 2
O lim X gim(Xs L) o im X o tim{1+ L )=1 £ im X = lim ‘+L =0
x> 2X  x—2e\ 2  2X x® x X—>® x2 x> x2  xowl x2
1
@) lim X g 29 0oy B e L ao
x50 X+2  xow® 1 x—o ¥ x-1 X—>0 x-1
. 2
) lim 2% i @I YK im X im 2 o m 22 )
x>0 X+l xow (X+1)/x xoo 141/x x—m2x2+b x»04X x-o4d 2
K) hm—_nm‘/" =0 D lim &0 _ fim =lim |+ +2 —0
x—o X X—»0 \/X +b x—»unX/JX +b X—=® | x X

X X x X x X
m) lim & = lim & = n)llm—s—llm—z—hm——llm—=oo
x>o X x-w 1 X—® X x-»0 3x x-® 6X  xow®
X -X
e . 2-e" e .
0) lim = lim = lim . = lim =2
x—o cosh x x-»uo.%.(e" +e"‘) xsweX peX X  xow]4e X
X X 2 -X
. . . (9 .
) lim — = lim = lim . = lim =2
x»®osinh X x> % . (e ) xsoeX _gX X xow]_e %X



5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.11

5.12

Inx X x7! :
a) lim Vx -Inx = lim - = lim —%—=-2- lim ——=-2- lim x2 =0
x—0+ x—=0+ 1 x—0+ _ 1 x>0+ 3 x—>0+
W el X2
2
b) lim x -6~ = lim — = lim ——=0 o) lim x? - = lim X = lim 2% = lim —2—=0
X— xsoeX x—oweX X—® X—® e3" X0 3e3" X—>o 9e3"
o1 i ln(2x+a)= T -
) )!l-?:o X In(2x +2) = )!l-?}o X 2 11—?; 1-(2x+a)
€) lim sin x tan> = lim 0% = fim — X lim(~2)-sin*(x/2)-cosx =2 oder :
X—n X—R X _ X—=n
tan(x/2) 2.sin2 (x/2)
limsin x - tan > = Iimsin(2~5)-tan5= lim Zsini'cosLM: lim2sin? X =2
X7 x—>x 2 X7 2 2 cos(x/2) x—>n 2
1 2
£) lim sinx-Inx = lim A%% = fim —X = Jim —S X _ |jp Z2Sinx-cosx _,
x>0+ x—0+ x>0+ —COSX x>0+ X-COSX x—»0+COSX—X-SInX
sin x sin? x
1
—_ .2 9 X
g) lim tanx-In(2x) = lim 92X _ iy K _ |yyy ZSN X _ pjpy Z2SINX-0OSX _,
x>0+ x>0+ 1 x>0+ -1 x>0+ X x>0+ 1
tan x sin? x
h) lim (E—x)-tanx= lim (m—2x)-sinx - lim —2-smx+(1t‘—2x)~cosx _=2:1+0-0 -1
x> x/2\ 2 x->x/2  2c0osX x—%/2 —2sinx -2
=2
_9. 2
i) lim x-(ﬁ—arctan x):l- lim x - (m — 2 - arctan x) = lim = ZarctanX _ i ex® _
x>® 2 2 xow x> 21 X0 7
X x2
2
= lim = tim 2X = lim1=1
x> | 4+ X x>0 2X x>
Manche Aufgaben kénnen ohne Anwendung der Regel von de L’HOSPITALgelSst werden.
(1 1) x-1 (1 1 .
lim|—-— |=limT—=-w b) 1 ———=1 =
ol (135 m i (- )
Otim[ -1 Vatim X =0 d) lim{x-vx)=lim vx - (Vx -1)=
xo>-{1-x  1-x2 x->1- 1-x 2 x—® X->®
x+1+4/x x+1-x 1
e) lim (Vx +1-+x )= lim [Vx +1-vx)- = lim = lim —————=0
fim( )- lim( e PN el ey Lo e
e* e* e*
f) lim(x—Inx) = lim(Ine* —Inx) = lim In—=In| lim — |=In| lim — | =0
X—>® X X X X X x—o |
9 Iim( - )= |im(°f’sx - ): lim X1 _ jjm SINX _
x>0\tanx sinx/) x-0\sinx sinx/ x-0 sinx  x-0 cosx
. 1 1 . [cosx 1 . 2x-cosx-sinx _ .. —2x-sinXx+cosx
h) lim - —|=lim|— - —|=lim . = lim —= =-—o
x—0-\ tan x 2x ) x-0-\sinx 2x) x-»0- 2x-sinx x—0- 2sin Xx+2x-cos x
1 1
- 1 1 . x-l-lnx . T . x—1 . 1 1
i)lim|{ —-——|=1im =lim =lim =lim ==
x>1{Inx x-1) x>1(x=1)-Inx x>l 1 xsix-Inx+x-1 x>llnx+1+1 2

lnx+(x—l)-;
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5 Anwendungen der Differentialrechnung
xIn@x) _ In(2x) _ Vx .
513 a) lim (2x) =lime e’ =1, weil llm x-In(2x) = hm = lim -limx=0
x—0+ x—0+ x—0+ /x x—0+ —]/x x—0+
X
b) lim (l) = lim """ = Jim e*IM-x] = fim ¢™i™ = [im ¢ =1, weil
X—>0+! x—0+ x—>0+ x—0+ x—0+
lim x-Inx = hm — = lim —— LAS =-limx=0
x>0+ x—0+ l/ X x>0+ —]/x x—0+
x \* xIn—— X lni
¢) lim (—) = lime ™ =e™, weil limx-ln——= "0-0"= lim —*X =
x—o \ 1+Xx X—»0 X—>0 1+x
Lex 1
- fim X (+0”
X—>® 1

X—>0 X
2 2

=—lim(l+1).( X ) =—lim(-1-+1)-(1-LJ =-1

_ x—o \ X 1+x X 1+x

x2

1 X

d) lim(l—-—) =

X—>a0 X

xln(l——)
lime =e™, weil limx-In

! wf1-1)
(l - —) ="c0.0"= lim ——>*Z
X x—>a X x-o  1/x
x 1
2
-llml—"z——limL——lim L 1]=a1
X _/ x—o X —1 x—oo \ X -1
1 1
—_— _.Inx "
limx= =lime~ =e”, weil lim™ =L m¥Xo
€ xol x—1 x>l11-x "0 x-1-1
. i . inx- . . Inx
) lim x* = lim e¥™"™ = lim ¢’ =1, weil lim sinx-lnx= lim
x>0+ x—>0+ x—>0+ X0+ x->0+ 1/sin x
= lim 1/x = lim sin? x - lim 2sinx-cos X -0
x50+ —cosx/sin?x  x-0+X-cOSX  x->0+COSX—X-sinx
g) lim(sinx)* = lim e*™™* =1, weil lim x-In(sinx) = lim In(SinX) _ jipy S05%/ s';lx
x—>0+ X x—>0+ x—>0+ l/x x>0+ —1/)(
= lim x -cosx _ lim 2x-cosX—Xx2-sinx -0
x—0+ sinx x—0+ cosx
. . ¥ Inx
h) lim x™ = lim ™' = lim ¢° =1, weil 11m tanx - Inx = “0-(— 0)” =
x>0+ x>0+ x—0+ x—>0+ l/tanx
- lim 1/x  lim sin?x 0 — lim 2sinx-cosx -0
X0+ — 1/31n x x>0+ X 0 x>0+ 1
i) lim tanx"™" = lim etaxintanx) — im % =1, weil lim tanx-In(tanx) =“0-(— 00)” =
x—> 0+ x—> 0+ x—> 0+ x—>0+
= lim ICanx) 1/(sin x-cos x) lim tanx =0
x>0+ l/tanx x>0+ —]/sin2 X x> 0+
j)  lim(cosh x)/* = lim ™o ¥/x = lnne =1, weil lim Incoshx _ y;ry Sinhx/coshx _
x—0 -0 x—0 X x—0 1
. - Inx l/x
k) lim¥x = limx* =lime* =lime®=1, weil lim— = lim
X—>0 X—0 X—0 X—o x—o X x-o |
In(inx) Ll
D lim gflnx -llm(lnx)'/ —lime * =lme® =1, weil fimn0%)_ 1 dnxx g
X—»0 X—® X0 X x>0 ]
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

1)* X In(l+—)
5.14 lim [l+—) =lime =lime' =e, weil
X

X—>e X—© X—®o
1 X1 x -1
- 2
1imx.1n(1+l)=1im X _fim XL X X gl
X— X X—b0 ]/x x—b®o  _ l/x x20X+] x-ow]
X
/ 2 2 .
5.15 lim X+l = lim x+1 = lim —=— = lim ! = lim XX +l wieder der urspriingliche Term.
X0 X X0 1 X ‘\/X +1 X0 x X X
X +I
Andere Vorgansweise: [im XX ‘f X7+l lim 1’1+—- =
X—x® X-)O X—o
3 2 " _
5.16 limw L Iim3—x—4—w; nach Einsetzen von x =2 entsteht kein unbestimmter
w2 x3-2x? "0 x52 3x%—4x

Ausdruck mehr, die Regel von de 1"'Hospital kann nicht mehr angewendet werden.

i X4+l _3:22-4-241_5

w2 3x2-4x  3.22-4.2 4

5.17 a) kein unbestimmter Ausdruck, Anwendung der Regel von de I’Hospital nicht zulissig
b) richtig

5.18 Unbestimmte Form “0/0”, Zihler und Nenner nach Ax ableiten:

d(sin(x+Ax)—sinx)

lim sin(x + AX) —sinx = lim dAx - lim cos(x +Ax)-0 —cosx
Ax—0 Ax Ax—0 dAx Ax—0 1
dAx
5.19 Unbestimmte Form “0/0”, Zihler und Nenner nach o ableiten:
lim Y2 e sin(w-t) = v, - - lim sin@t) _ vy -e ¥t lim teos(@) _ Vo t-e!
00 ® 00 00 1

5.20 Zghler und Nenner nach k ableiten:

-2ks/m —2ks/
mg!l e L 0 g(0+25e "'/m) = 2gs; damit: v = \2gs

?) jim vg = lim=
m-In cosh t,/ -tanh| t 1’
b) lim [ ] 2 [ m J_ 2“
k=0 no i Wk )
= lim lgtz- ! lgt"’~l=lgt2

k>0 0 Tka) 2
-02 coshz(t-‘/QJ 2 2
m

521 a) y=2x+2=0 = xs=1; b) y¥=2x4=0 = x5=2; ¢) y=x-1=0= xs=1;
ys=y(1)=4; S(1/4) ys =y(2)=-1; S(2/-1) ys =y(1) =1,5; S(1/1,5)

y y y
3
2
2
o 4 x 1
X
0 2 5
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

522 4y by Y
1 05
5 X
o 2 4 x
05
_1
In(2x) !
, _ 1-In(2x
y=—0 =0, y1=3_7x'e_’(/2 =0,
1 -In(2x)=0, In(2x) =1; _ .
" =el.ox =e = x9=1,359; 3-x=0=x073; X=5
= s yT=2"C X2,
y(x0) =0,736; y" = 2in2x)-3 In(x22x )73 ykxo)=0.446; y" = s ¢
9 <
y’(x0) <0 = H(1,359/0,736) y”(xo) < 0= H(3/0,446)
5.23 b)
y y'=1+1n§=o; In(x/3) =-1;
X0 =0,707; y(xo) = 1,414; "=l = xp=1,104;
y’ = /%% y(x0) =-1,104; y>* = 1/x;
y’(x0)>0 = T(0,707/1,41) y’(x0) >0 = T(1,104/-1,104)
524 a) y=2x-4;y’=2

y =0 = x0=2;
y’(2)=2>0 = x9=2 ist Minimumstelle
Yo=y(2)=-1; T(2/-1)

y(®)=3t-3; y(t) = 6t;
yY®H=0=>t=1t=-1;

y’(1)=61>0 = t,ist Minimumstelle; T(1/-2)
y’(-1)=6:(-1) <0 = t, ist Maximumstelle; H(-1/2)

b)

y' = 4x® - 9x; y”’ = 12x2-9;

y’ =4x> — 9x = x-(4x* — 9) = 0; Produkt-Nullsatz =

x1=0; x2=1,5; x3=-1,5;

y’(0)=-9<0 = x; ist Maximumstelle; H(0/2)
y’(1,5)=18>0 = x, ist Minimumstelle; T(1,5/-3,063)
y’(-1,5)=18>0 = x; ist Minimumstelle; T(-1,5/-3,063)

<)

yr=e—x _%.e- x/2 =0’

2. =" |:e™
2=¢"2 = xo=21n(2) = 1,386;
Yo(xo) = 0,25;

y' =-e> +%-e"‘/2 =0

y“(x0) <0 = H(1,386/0,25)

1 =
"=~ —27.In2=0;
y'=3 n

2*=1/21In2)=0,721;
In2™=1n0,721 = xo= 0,471;
¥(x0) = 0,957; y* = (In2)>-27%;
¥’ (x0) > 0 = T(0,471/0,957)

T
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524 d)

€)

g)

h)

525 a)

b)

yo—2 . y.___2-(3x2+l)'
(1-x?)?’ a-x3*’

y=0,2x=0 = x,=0;
y’(0)=2>0 = xo=0 ist Minimumstelle; T(0/1)

¢ = l - i = =
y =0, 371 0 = x9=2
y“(2)=-10,092 = xo =2 ist Maximumstelle; H(2/0,368)
y'=—1+lni; y’=—l;
X X

y‘ =0 oder lni=1; en@x) =l i =e = xo=i =1,472
y“=-1/1,471 < 0 = xo= 1,472 ist Maxlmumstelle, H(l 472/1,472)
1 2 a4

2 a1’ 2x+1)?

y'=0 = x0=1,5;
y“(1,5)=0,25>0 = xp=1,5 ist Minimumstelle; T(1,5/~0,636)

(B-x)e* | ., _ (x>-6x+10)e"

e’ e

y=0, 3—-x=0 = x0=3;

¥(3)==20,09 <0 = xo =3 ist Maximumstelle; H(3/~20,09)

y'=

y‘=cosx—sinx; y‘‘ =-sinx —cos x;

y* =0 oder cos x = sin x; Division durch cos x fiihrt auf
tanx=1 = x;=n/4=0,785; x,=x; +7n=13,927,

y¢“(0,785) =-1,414 < 0 = x,= 0,785 Max. stelle; H(0,785/1,414)
y¢“(3,927) = 1,414 > 0 = x,= 3,927 Min. stelle; H(3,927/-1,414)

y =6x-— 3x*-3x% y’ =6-6x-9x% y’’=-6-18x
Extrema: y’ = 3x-(2 - x — x?) = 0; Produkt-Null-Satz =
x|=0;2—x—x2=0 =2 x2=1,x3=-2

y’(0)=6>0 = x; =0 ist Minimumstelle; T(0/0)
y’(1)=-9<0 = x;=1 ist Maximumstelle; H,(1/1,25)
y’(-2) =-18 <0 x3 =-2 ist Maximumstelle; H(—2/8)

Wendepunkte: y’’ =6 —6x — 9xl=0 = x4= 0,549; x5 =-1,215

y’”’(0,549) = - 15,87 # 0 = x4 = 0,549 ist Wendestelle; W(0,549/0,671)
”’( -1,215) = 15,87 # 0 = x5 =-1,215 ist Wendestelle; Wx(-1,215/4 589)

J/

=3x8 -3x/2+3/2; y’ =3x/4-3/2; y’ =3/4
Extrema y’'=0 = x;=2;y°(0)=0 = noch keine Entscheidung
moglich. Wendepunkte: y’ =0 = x;=2;
y’”’(2)=3/4# 0 = x, =2 ist Wendestelle; da hier eine waagrechte
Tangente, ist der Wendepunkt ein Sattelpunkt; S(2/3)
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o x2(x243) . 2x(-xY) . . 6(x*-6x241) . y
525 ¢) Y= W H = a2y =T aedy 2 ‘
Extrema: y‘ =0 oder x2-(x? + 3) = 0; hier kann nur x° null sein = s !
x1=0; y*“(0)=0 = noch keine Entscheidung méglich 2 0 2 x
Wendepunkte: y>’ =0 oder 2x-(3-x%) = 0; Produkt—Null-Satz = W, l
x=0 sowie x; = V3=1,732; x4=— {3=-1,732; 2

y'’(0)=6#0 = x; = x, =0 ist Wendestelle; da hier eine waagrechte Tangente, ist der
Wendepunkt ein Sattelpunkt; S(0/0);

y’’(1,732) =-0,1875 # 0 = x3 = 1,732 ist Wendestelle; W(1,732/1,299)

¥y’ ’(-1,732) =-0,1875 # 0 = x4 = 1,732 ist Wendestelle W5(-1,732/-1,299)

d y'= 1 _=2x—x2_ ¥ = 2 . = 6 y
e N O R G A o k
Extrema: y’ =0, 2x-x? = x+(2—x) = 0; Produkt-Null-Satz = . .
x1=0;x3=2; -2 0 2 4 x
y’(0)=2>0 = x; =0 ist eine Minimumstelle; T(0/1); 5
y’(2)=-2<0 = x, =2 ist eine Maximumstelle; H(2/-3);
Wendepunkte: y*’ = 0 nicht erfiillbar, also keine Wendepunkte

,_1-In(3x) . . _2In(3x)-3 . _._11-6In(3x) .
e) y 2 . 4 X3 5y X‘ > H W

Extrema: y* = 0, 1 — In(3x) = 0; In(3x) = 1; "0 = ¢!, [‘“"\
3x=e = x;=¢/3=0,906; : .

v4(0,906) =-1,344 = 0,906 ist Maximumstelle; H(0,906/1,104) l"l T2 3«
Wendepunkte: y*“ =0, 2:In(3x) -3 =0 = x,=1,494
v4(1,494) = 0,402 # 0 => 1,494 ist Wendestelle W(1.494/1,004)

f) Untersuchung im Intervall [0, 2x[:
y¢ =-2-sin X - cos X =—sin(2x); y*‘ = —2-cos(2x); y**¢ = 4-sin(2x);
Extrema: y* = -sin(2x) =0 = 2x=0, &, 27, 37 oder
X1 =0; X2 =1/2; X3 =T, X4 = 3n/2;

N«

y“(0)=-2<0 = x; =0 ist Maximumstelle; H;(0/1)
y“(r/2)=2>0 = x,=n/2 ist Minimumstelle; T (1,571/0)
y“(n) =-2<0 = x3=m7 ist Maximumstelle; H(3,142/1)
y(Bn/2)=2>0 = x4=3n/2 ist Minimumstelle; T,(4,712/0);
Wendepunkte: y*‘ = -2-cos(2x) =0

= 2x=7/2,3n/2, 5n/2, Tr/2 oder xs=7/4; x¢ = 3n/4; X7 = 57/4; Xg = Tn/4;
fiir alle diese Stelle ist y*‘“ # 0, daher Wendestellen;

W1(0,785/0,5); W2(2,356/0,5); W3(3,927/0,5); W4(5,498/0,5)

5.26 f‘(x) ist stets nichtnegativ; daher muss f(x) eine monoton wachsende Funktion sein; f ‘(x) ist
anfinglich und schlieflich wieder stark positiv ; d.h. f(x) steigt anfiéinglich stark und dies gilt auch
schlieflich wieder; dazwischen ist f ‘(x) = 0, d.h. f(x) hat dort eine waagrechte Tangente. Aus allen
diesen Forderungen folgt, dass der Graph von f5(x) jener von f ¢(x) sein muss.

5.27 a)Kein Extremum, da f ‘(x) nirgends null ist; Wendepunkt an der Stelle
x =1, da dort f*“(x) = (f ‘(x)) null ist und f *‘(x) <0 fir x <1 und
fe(x)> 0 firx> 1.
b) Da f “(x) stets > 0, besitzt der Graph von f(x) iiberall positive Steigung,
f(x) ist also streng monoton steigend.
c) Siehe Abbildung. Gezeichnet ist der Graph einer méglichen Funktion.
Er konnte beliebig nach oben oder unten verschoben werden.




5 Anwendungen der Differentialrechnung

1 . 1 1 1
S e abiox 40 b
sein: b-1 +¢c =0, dh.c=-b=-2. Daher: y=
5.29

= b=2;dal eine Polstelle ist, muss dort der Nenner null

2

y=ax’ +bx*+cx+d; y’ =3ax? +2bx+c;y”=6ax+2b

Die Koeffizienten a, b, ¢, und d sind zu bestimmen.

a) I al’+b1%2+cl+d=0
II: a0’ +b0*>+c0+d=—4
M:a2?+b2%+c2+d =2
IV:a3*+b3*+c3+d =8

b) a0*+b0>+c0+d=0
ad+b4+c4+d=2
a6’ +b6*+c6+d =0
326> +2b6+c =0

¢) Ungerade Funktion: b=d =0
alP+b12+cl+d= 2
3al?+2b1+c =0

d) al*+b1’+cl+d=7

3al?+2b1+c =0
a3} +b3%+c3+d=1
3a3?+2b3+c =0

Voyage 200/TI 89

®solve(a+b+c+d=7 and 3:a+2:'b+c=0p
a=3/2 and b=-9 and ¢ =27/2 and d=1

.=1 and 2?a+6h+c=0,¢a.b.c.d> N
MAIN RAD AUTD T 0

Mit d =4 ergibt sichetwaausI:  Daraus:a=1,b=-4;

c=4-a-b. c=4-a-b=7.

Einsetzen in Il und IV ergibt: Gesuchte Funktions-
6a+2b=-2 glelchung

24a+ 6b=0 — 4’ +Tx -4

=a=1/8;b=-3/2;c=9/2;d=0.
Gesuchte Funktionsgleichung:
y =l'x3 —g‘xz +2‘x
8 2 2
=a=1;c=-3.
Gesuchte Funktionsgleichung: y = x> - 3x

= a=32;b=-9;,¢c=27/2;d=1.
Gesuchte Funktionsgleichung:

27,

y=%x -9.x2+50 . x+1

Mathcad (“Ing. Math 27, Seite 324):
Vorgabe

a+b+c+d=7
3-a+2:b+c=0

Excel: Lésung mittels Solver

27a+9-b+3.c+d=1
27-a+6.b+c=0

B4 v o =A2+82+C2+D2 3

A [ D —

a= c= d= 2

1.5 -9 136 1 -9

Suchen(a,b,c,d) >

@1 _Gleichung 7 z

5 |2. Gleichung | 3,197E-14 2

6 |3. Gleichung 1 1
7 |4.Gleichung | 9,948E-14

alP+b12+cl+d= =2
3al?+2bl+c =0
aP+b3+c3+d= -2
3a32+2b3+¢ =2

a2 +b22+c2+ d= 2
3a2’+2b2+c¢
6a4+2b

3a4*+2bd+c

a0’ +b0*+c0+ d
a2 +b2%+c2+ d
3a22+2b2+¢
6a2+2b

[T
Lo

[SE=- NN

g)

=a=1/2;b=-5/2;,¢c=17/2;d=-7/2.
Gesuchte Funktionsgleichung:

=l.x3_§.x2+z.x—l
2 2 2 2

=a=1/4;b=-3;¢c=9;d=-10.
Gesuchte Funktionsgleichung:

=%-x3—3-x2+9-x—10
=>a=1/2;b=-3;¢c=6;d=2.
Gesuchte Funktionsgleichung:
y=%-x3—3-x2 +6-x+2
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.30 y=ax4+bx3+cx2+d~x+e; y’ =4ax’+3bx*+2cx+d; y’ = 12ax* + 6b-x + 2c;
y’>> =24ax + 6b. Die Koeffizienten a, b, ¢, und d sind zu bestimmen.

a) a0*+b0’+c0*+d0+e=0 =e=0;d=0;c=0;

42.0°+3b-0°+2c0+d =0 a=-1;b=2.
12a-:0% + 6b-0 + 2¢ =0 Funktionsgleichung:
al*+blP+cl?+dl+e=1 y=—x'+2¢
12a-1% + 6b-1 + 2¢ =0
b) Symmetrisch zur y—Achse : =>e=0;a=1/16;c=-1/4;
b=d =0, Funktionsgleichung:
a0t +c0*+e=0 I O S
a2t+c2?+e=0 T
ad4*+ca’+e=12
¢) a0*+b0’+c0*+d0+e =0 o—a=-3/4b=-1;
a(-2)* +b(-2 +c-(-2)* +d:(-2) +e=8 ¢=3;d=0;e=0.
4a-(<2)> +3b-(=2)* + 2c(-2) +d =0 Funktionsgleichung:
a-l‘;l-b-l3+2c~12+d-1+e =54 3044332
4a-1° +3b-1°+2c-1 +d =0 4
d) a0'+b0’+c0*+d0+e =0 Se=0a=112b=-1/3; |
a3*+b3’+c3?+d3+e=-3/4 c=-1/6;d=1.
423°+3b3%+2c34+4d =0 Funktionsgleichung: . ‘
al*+b’+cl?+dl+e = 7/12 _xt @ A 2\/4 X
421 +3b12+2c1+d =0 Y=1273 "6 X /

531 a)y’ =x+2; man sucht nun Funktionen y(x), die abgeleitet als Funktionsterm x + 2 ergeben:

= %'x2+2x+c;Probe: y' = —;—~2x+2+0 =x+2.

P(2/3): 3= %-22+2'2+c = ¢ =-3. Gesuchte Funktion: y= %~x2 +2x-3

b)y =-4x+3; y=-2x*+3x+c; P(1/3):3=-41+31+c = c=4.
Gesuchte Funktion: y = —2x* +3x + 4

5.32 Da die Extrema von f(x) dort liegen, wo g(x) null ist, kann nur g(x) die Ableitung von f(x) sein.

533 yx)=€';y =€';y’=¢"; =>a=e2=1359;b=0; y Ou‘a‘gaﬁ_schg[_
yD)=yM=y’()=e; c=e/2=1359. iy
y=a-x2+b-x+c;y’=2a~x+b;y”=2a Gesuchte Funktions- 6 /
al+bl+1l=e gleichung: +
2l1+b  =e y= 13592+ 1,359 \ -

4 0 1 2

534 a) x-1<0,dh.x<I: 40

[x=1] = —(x=1) = 1-x; Y Tiefpunkt T(1/0)
x-120,dh. x21: x-1|=x-1; &

1-x fir x<l1 4

x—-1 fir x21 2

241 01 2 3 _4
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5.34

5.35

b)

<)

a)

b)

)

d)

x <0: x| = =x; [x-1| =<(x-1) = 1x; 10
0<x<1: |x]=x; [x-1] =—(x-1) = 1-x; 4 Keine lokalen
x21: x| =x; [x~1| =x-1; 6 v Extrema
1-2x fir x<0 \\ * //
Ne. /]
y=¢ 1 fir 0<x<l N—V
2x-1 fir  x2l1 2401 2 3.4
X <0: x| =—x; [x-1] = 1-x; |x-3]| = 3—x o
0<x <1: x| =x; x-1]| = 1-x; [x-3| = 3—x; y. Tiefpunkt: T(1/3)
1<x < 3: [x| = x; [x-1| = x-1; [x-3] = 3—x; \.
x 2 3: x| = x; [x-1| = x-1; [x-3| =x-3; \ 4
4-3x fir x<0 :
_J4-x fur 0<x<lI ‘
“l2+x fir 1<x<3 24101 234
3x-4 fir x2>3
D =R, stetig; f(—x) = (—x)2 -3(x)= X2 +3x ist nicht gleich f(x) .
oder —f(x), daher ist die Funktion weder gerade noch ungerade; yI\o /
Nullstellen: y = x-(x=3) = 0; Produkt-Null-Satz = x; =0, x, =3; /
lim f(x)= lim x-(x-3)=o0;
Xt x>+ ., n R /B #
Extrema und Wendepunkte: y* =2x -3 =0; y*“ =2; ;
y =0 =>x3=1,5; 3
y*“(1,5) =2 >0 = x3 = 1,5 ist Minimumstelle; T(1,5/-2,25). Da
y*¢ # 0 stets, kein Wendepunkt; Parabel mit dem Scheitel T.
D =R, stetig, Funktion weder gerade noch ungerade; 5
Nullstellen: y = —(x+2)2 +4=0;quadr.GL. = x;=-4, x,=0; Yq
xl_i)l}ln f(x)=—o0; 3
Extrema und Wendepunkte: y* = —2x—4; y*‘ = / \
y =0 = x3=-2; y*“(-2) =-2 <0 = -2 ist Maximumstelle; \
H(-2/4). Kein Wendepunkt; Parabel mit dem Scheitel H. > p P 1 !

D =R, stetig, keine Polstellen; weder gerade noch ungerade;

Nullstellen: y = xz-(x—l) =0; Produkt-Null-Satz = x; =0; x,=1;
lim f(x)= lim x2(x—1)=—-w, lim f(x)= lim x*(x-1)=+w;

X—-® X—»—0 X—>+0 X—>+

Extrema und Wendepunkte: y* = 3x? -2x; y* = 6x-2; y*** =

y* =x:(3x-2) = 0; Produkt-Null-Satz: => x3=0; x4 =2/3 = 0,667

y*“(0) =-2 < 0 = 0 ist Maximumstelle; H(0/0).

>

> <
4

<

0 o1

\A
x
&

S
[¢.]

4
T

y*“(0,667) =2 >0 = 0,667 ist Minimumstelle; T(0,667/-0,148). y** =0 = x5 = 1/3 = 0,333;
y*““(0,333) # 0 = 0,333 ist Wendestelle; Wendepunkt W(0,333/-0,074).

D =R, stetig, weder gerade noch ungerade;

Nullst.: y = —x-(x+2)% = 0; Produkt-Null-Satz => x; =2, x =0;
lixp f(x)=o0, lim f(x)=-o0 ;

Extrema/Wendep.: y* = (x+2)-(3x+2); y*‘ =—6x -8, y*““ =—6

y =0 x3=-2; x4 =-2/3 =-0,667,
y*‘(-2) =4 > 0 = x3 = -2 ist Minimumstelle; T(-2/0),

y*“(-0,667)=—4 <0 = 0,667 ist Maximumstelle; H(-0,667/1,186);
y“‘=0 = x5 =—4/3 =-1,333; y**“(-1,333) =—6 # 0 = —1,333 ist Wendest.; W(-1,333/0,593)
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535 ¢)

536 a)

b)

D =R, iiberall stetig, weder gerade noch ungerade;

Nullstellen: y = x-(—x2+3x —4) = 0; Produkt-Null-Satz: \Y
X1 =0; x*+3x 4 =0, quadr. Gl., keine reelle Losung; N

lim f(x)= lim x-(-x2+3x-4)=0c0, lim f(x)=—o0; b P P
X—»— X—»—0 X—>+o N \ X
Extrema/Wendepunkte: y* = —3%*+6x — 4; y‘=6-6x; y“‘ =-6; v
y‘ =0 = keine Lsung, daher keine lokalen Extrema; 10

y“=0 = x;=1; y*“‘(1)=-6 # 0 = 1 ist Wendest.; W(1/-2)

Wir untersuchen zuerst die Funktion y = f(x) = x> - 4x> + 3x. 3
D =R, stetig, weder gerade noch ungerade; v \A ]

Nullstellen: y = x-(x* —4x + 3) = 0; Produkt-Null-Satz = x; = 0

sowie x*—4x + 3 =0, daraus x; = 1, x3 = 3; die Funktion wechselt

ihr Vorzeichen an allen drei Nullstellen, fiir x <0 ist f(x) negativ,

fiir 0 <x < 1 positiv, fiir 1 <x <3 wieder negativ und fiir x> 3 " pp g Bxf

wieder positiv. 4
lim f(x)= lim x-(x?-4x+3)=—o0, lim f(x)=+w0

X—>- X—>—c0 X—>+c0

Extrema/Wendepunkte: y* = 3x*>— 8x +3; y*“ =6x-8; y*‘=6

y =0 = x4=0,451; x5=2,215;

y*“(0,451) =-5,29 <0 = 0,451 ist Maximumstelle; H(0,451/0,631);

y¢“(2,215)= 5,29>0 = 2,215 ist Minimumstelle; T(2,215/-2,113);

y“=0= x6=4/3=1,333;y““(1,333) =6 # 0 = 1,333 ist Wendestelle; W(1,333/-0,741)
Betrachtet man |f(x)|, so sind die Graphenteile von f(x), die unterhalb der x-Achse verlaufen,
an der x-Achse zu spiegeln. Entsprechend wird der Tiefpunkt T von f(x) zu einem zweiten
Hochpunkt Hx(2,215/2,113); die Schnittpunkte des Graphen von f(x) mit der x-Achse werden
zu Tiefpunkten der Funktion |f(x)|: T1(0/0), T2(1/0) und T3(3/0). Der Wendpunkt W bleibt
unverindert. Weiters: xl_igL f(x) =+o0

D =R\ {0}, Polstelle: 0, stetig; die Funktion ist ungerade, da 16

f(—x) = —x + 1/(~x) = - [x + 1/x] = —f(x); v
Nullstellen: y = x + 1/x = (x* + 1)/x # 0 fiir alle x, daher keine N~
Nullstelle; 1]

I . . BB P [ PP
y=1 +x = Asymptote: y = x; ebenfalls ist x = 0, also die =1 1 x
y-Achse, Asymptote (da 0 Polstelle ist); 7

lim f(x) = —0, lim f(x) =c0; 16
Extrema/Wendepunkte: y* = 1-1/% y = 2133 yi= —6/x*
2 -—
y'= X 5 L 0= x=-1,x=1;y(-1) =2 <0 = -1 ist Maximumstelle, H(-1/-2);
X
y“(1)=2>0 = 1 ist Minimumstelle, T(1/2); y‘‘ = 0 nicht erfiillbar; daher kein Wendepunkt
D =R, keine Polstellen, stetig; f(-x)= + = + = f(x), daher
(=x)°+1 x“+1 +5
liegt eine gerade Funktion vor. Keine Nullstelle. ),
lil}l f(x) =0, Asymptote: y=0;
(3x2— —24x-(x2 - -
Extr./Wendep.: y' = X 207D e —2X(T-D) . e T 2 s

x2+1)%’ x2+1)? x2+*

y=0 = x;=0;y“(0)=-2 <0 = 0 ist Maximumstelle, H(0/1);

v =0,3x*-1=0 = x3=-0,577; x3=0,577; y**‘(=0,577) =—2,92 # 0,
y¢“4(0,577) =2,92 # 0 = —0,577 und 0,577 Wendestellen, W(-0,577/0,75), W(0,577/0,75)
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536 ¢)

d

D =R, keine Polstellen, stetig; Funktion ungerade, weil v

fx)=—% =X —_fw). ST~
(-x)?+1 241 R R EEL

Nullstellen: y =0 => xl 0; o

lim f(x)= h =0, Asymptote: y=0; *

Xt —>te0 ]+]/x

1-x2 s 2x-(x2-3) s oom_ 6-(—x*+6x2-1) .
2 Ty Y T ey
y*=0,dh 1-x*=0 = x=-1,x3=1; y“(-1)=0,5>0 = -1 ist Min.stelle, T(-1/-0,5);
y¢“(1)=-0,5<0 = 1 ist Maximumstelle, H(1/0,5);
y** =0, Produkt—Null-Satz = x4 = 0, xs = —+/3=-1,732, x¢= +3=1,732;
y0)=-6=0, y““(-1,732) = y*““(1,732) = 0,188 # 0, 0, —1,732 und 1,732 sind
Wendestellen, W,(0/0), W>(-1,732/-0,433), W3(1,732/0,433)

Extrema/Wendepunkte: y’' =

D =R, stetig; keine Polstellen, Funktion gerade, weil +5
y
(x? _ x? 4
fx) =" _ X _ g
%) x)?+1  x2+1 @) \ [/
Nullstellen: y=0 = x,=0;

=L limf(x)=1 = 2 o 2 4

2x . 2(1-3x%) | . 24x(x2-1)
o2 Y Ty Y T T e
y=0= x,=0; y*“(0)=2>0 = 0 ist Minimumstelle, T(0/0);
y“=0, 1-3x*=0=x3=-0,577; x4=0,577;
y¢¢4(-0,577) = 2,92 £ 0 sowie y**‘(0,577)=-2,92#0 =>x3=-0,577 und x4=0,577 sind
Wendestellen, W,(-0,577/0,25), W»(0,577/0,25).

D =R\ {1}; da 1 Nullstelle des Nenners, nicht aber zugleich
Nullstelle des Zihlers ist; ist 1 Polstelle. Funktion in D ’ y
stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y=0 = x; =-0,618; x, =1,618;

.4 -
xr=x-1): (x-1)= —Ll +XxX = Asymptote y = x; ebenfalls =3
x— ;

Extrema/Wendepunkte: y’' =

W

‘NY & 9P

[
.‘\l\
N

b N

ist die Gerade x = 1 Asymptote (da 1 Polstelle ist); N

3

lim f(x)= lim (-L+ x) =, lim f(x) =
X—>—© x—-o\  X-1 X+

2_ —
- 2x:2 3Y'= 2 55 ¥ =0, x2-2x +2=0 = keine reellen
(x-1) (x-1)

Lésungen, daher kein lokales Extremum; y*‘ =0 nicht erfiillbar = kein Wendepunkt.

D =R\{1}. 1 ist einfache Nullstelle des Nenners und zugleich des
Zéghlers: y(1) = 0; daher ist die Definitionsliicke 1 keine Polstelle.
An der Stelle 1 besitzt der Graph eine Liicke.

y= (x —x—1):(x-1) =x + 3; Funktion in D stetlg, weder gerade
noch ungerade. xl_l)rrL f(x) = —o0, xl_l)l‘& f(x)=

Extrema/Wendepunkte: y' =

b I G

+ N

Nullstellen: y =0; x + 3 =0 = x; = 1. Da der Funktionsgraph
eine Gerade mit einer Liicke ist, gibt es kein lokales Extremum 321 0 1 243
und auch keinen Wendepunkt.
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536 g)

h)

i)

D =R\ {3}. 3 ist einfache Nullstelle des Nenners und zugleich des
Zghlers: daher ist die Definitionsliicke 3 keine Polstelle. An der y
Stelle 3 besitzt der Funktionsgraph eine Liicke.
y= (x3 -x? —6x) : (x-3) = X2 +2x; \
Funktion in D stetig, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = x:(x+2) = 0; Produkt—Null-Satz = x; = 0; x; = -2.

lim f(x)= lim x-(x+2)=00.
Xx—>tw X—>t0

N

b
a PP G O

/
/l Liicke
y

Extrema/Wendestellen: y* =2x + 2, y*‘ = 2;
Yy =0 = x3=-1;y°(-1) =2>0 = -1 ist Max.stelle, T(-1/-1); kein Wendepunkt.

D =R\{0,5}. 0,5 ist Nullstelle des Nenners und nicht
zugleich Nullstelle des Zahlers; daher ist 0,5 Polstelle.
Funktion in D stetig, weder gerade noch ungerade.
Nullstellen: y=0 = x;,=4/3.

-5 .3 3. B R P s
f00=0x—4):@x-D = 300a s = y=3 ist o R R T G TR o

<

N\s

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x =—;— Asymptote (da
0,5 Polstelle ist); lim f(x) =0,5
X—>to

S yra 20
@x-1n?’ 2x-1)
Extremum. Ebenfalls ist y* = 0 nicht méglich, daher auch kein Wendepunkt.

D =R\{5}. § ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich

Jb 4 N

Extrema/Wendepunkte: y' = 55 ¥* =0 nicht méglich, daher kein lokales

Nullstelle des Z#hlers; daher ist 5 Polstelle. Funktion in D 50 I
stetig, weder gerade noch ungerade. 46 .
Nullstellen: y = 0, x* +3x -4 =0 = x; =—4,x,= 1. f(x) = 36 AR
26
x2+3x—4) : (x-5) = 3—65+x+8 = y=x+8ist o™
X— i

Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x =5 Asymptote (da5 -f & _P\P 10 5 20 35
Polstelle ist); (T -

lirp f(x) = —00, lim f(x)=o0; “

x2-10x-11_ , 72 |
x5 Y s
y =0, X¥-10x-11=0 = x =-1,x=11; y*“(-1)=-1/3 <0 = -1 ist Maximumstelle,
H(-1/1); y*“(11)=1/3>0 = 11 ist Minimumstelle, T(11/25).
Da y** = 0 nicht méglich, gibt es keinen Wendepunkt.

Extrema/Wendepunkte: y' =

D =R\{1}. 1 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich I,v
Nullstelle des Zihlers; daher ist 1 Polstelle. Die Funktion ist stetig 5,
in D, weder gerade noch ungerade.

Nullstellen: y = 0, x* - 2x + 25 = 0, quadratische Gleichung, keine 8

reelle Losung, daher keine Nullstelle.

fx)= (2K 425) : (C =2 +1) = — 041 =>y=1 ist y
x“-2x+1 |
Asymptote; ebenfalls ist die Gerade x = 1 Asymptote (da 1 3210123 4,5
Polstelle ist); lim f(x) = 1. Extrema/Wendepunkte: y' = _483 ;Y= 144 T
xrte (x-1) (x-1)

y¢ =0 sowie y** = 0 nicht moglich, daher kein lokales Extremum und kein Wendepunkt.
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.36 k) D=R\{4}. 4 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich
Nullstelle des Z#hlers; daher ist 4 Polstelle. Die Funktion ist stetig 26

in D, weder gerade noch ungerade. Yo l
Nullstellen: y = 0, x-(x-3) = 0; Produkt-Null-Satz = . \ )
x1=0,x=3. ': :‘,, id
f(x) =x-(x-3) : (x—4) = L+x+1 => Asymptote y = x+1; sy

x—4 P p \f P P
ebenfalls ist die Gerade x = 4 Asymptote (da 4 Polstelle ist). 5
ul_i’m.° f(x) = _w’xlilll f(x) =c0. 40 ‘

x*-8x+12 , 8

w? 7 Tty
¥y =0, x*-8x+12=0=>x3=2,%4=6; y“(2) =-1 <0 = 2 ist Maximumstelle, H(2/1);
y“(6)=1>0 = 6 ist Minimumstelle, T(6/9). Da y*‘ = 0 nicht méglich, kein Wendepunkt.

) D=R\{2},2 ist Nullstelle des Nenners und nicht zugleich

Extrema/Wendepunkte: y'=

Nullstelle des Zihlers; daher ist 2 Polstelle. Die Funktion ist stetig Y : \
in D, weder gerade noch ungerade. ~ h g
Nullstellen: y =0, x*=0 = x;=0; TRV
fx)=x: (22 = : (C dx +) = 2208y ia o
(x-2) BEX 2 PR P b B0

Asymptote y = x + 4; ebenfalls ist die Gerade x =2 Asymptote (da 5
2 Polstelle ist). lim f(x) = —oo, lim f(x) =co. o

x2(x—-6) ,  24x -24-(3x+2)

Extrema/Wendepunkte: y' = 2 = e y" =
y =0, x2~(x—6) = 0; Produkt—Null-Satz = x, =0, x3 = 6;
y*“(0) =0 = noch keine Entscheidung méglich;

y¢“(6) =0,5625>0 = 6 ist Minimumstelle, T(6/13,5)
y“ =0, 24x=0 = x4 =0; y*““(0) = 1,5 # 0 = 0 ist Wendestelle; da dort die Steigung null
ist, liegt ein Sattelpunkt vor: S(0/0)

»Y (-2’

537 a) Definitionsbereich: 4x — x* = x-(4—x) muss > 0 sein. Dies ist der

6
Fall zwischen 0 und 4: D = [0,4]. Vs o,
Funktion stetig, weder gerade noch ungerade. 4 \
Nullstellen: y =x-y/x-(4—x) = 0; Produkt-Null-Satz = , \
X1 = 0, X2 = 4, 2 /
Extrema/Wendepunkte: . /)

o 6x=2x? |, -2x?+12x-12 | . -24

y )’ y (x—A) 5 (d—) i x-(x—4)z-m > 0 1 2 3 4,5
y¢ =0; 6x-2x*=2x-(3 — x) = 0; Produkt—Null-Satz => x3 = 3; x4 = 0 ist als Randstelle kein
Kandidat fiir ein lokales Extremum. Randextrema: T;(0/0), T2(4/0).

y"(3) =-3,46 <0 = 3 ist Maximumstelle, H(3/5,196).

y“=0, 2 +12x-12=0 = xs5= 1,268; x¢ = 4,732 liegt nicht in D;

y“(1,268) =—1,36 # 0 = 1,268 ist Wendestelle, W(1,268/2,360)
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537 b)

©)

d

€)

4x*>0 fiir x’<4 oder 2<x<2, D=[-2,2]. |y R
Die Funktion ist stetig; sie ist gerade, weil ~ /
f-x) = (%)% /4= (-x)? =x? -4 -x? = f(x). \ | /
Nulistellen: x;=-2,x;=0,x3=2; '
Extrema/Wendepunkte: 32 a0 T 243
. 8x-3x3 y'= 6x*-36x%+32 e —6x3 +60x>-192x
Jax?’ @y @7’

y =0, 8x-3x> = x-(8—3x2) =0 = x4=0;x5=-1,63; x¢=1,63; y*“(0) >0 = T(0/0);
y*4(1,63) <0 = H,(1,63/3,08); y*“(~1,63) < 0 = Hy(~1,63/3,08);

y=0 = 6x*-36x+ 32 =0; Substitution: u=x% 6u’ - 36 u+32=0 = u, =1,085;
w =4,915; = 1,085 = x78= :l:JuT= +1,04; xg9 = 1,/§= 2,217 fiihrt auf x—Werte
auBerhalb D. y*“*(~1,04) # 0, y**‘(1,04) # 0 = W,(-1,04/1,85), W»(1,04/1,85),

x2=1>0, d.h. x <-1 oder x > 1, D = R\[-1, 1]. Funktion stetig,

weder gerade noch ungerade. f’ )
Nulistellen: J1_2+x=0,1= x-V1-x? = x;=-1.27; :':»: 4.’4
lim f(x) = ot1> x"l}’nl]+ f(x)=c; lim f(x)=—0, lim f(x)=co; ;
Asymptoten: y=x,x=-1,x=1; ] -3;24:1?'0 | 2 Byt
Extrema/Wendepunkte: y'=1 -——x y" =ﬂ ; f(" §

(x2 _ly/z (x2 _1)5/2 Z 4

y =0, (xz—l )3/2= x; Lésung durch gezieltes Probieren oder mit Rechnersoftware: x; = 1,52;
y(x2) > 0 = T(1,52/2,39); y“ =0, 2x% + 1 =0 reell nicht erfiillbar = kein Wendepunkt

54 10x —x* 2 0; 5+10x—x>= 0 fiir x; =—0,48 und x, = 18,48;

ac

dazwischen ist 5 + 10x - x>0 =D = [-0,48; 10,58]. Funktion Yo N
stetig, weder gerade noch ungerade. ;; 7\
Nullstellen: x; =-0,48; x, = 10,58; x; =1 6 /
Extrema/Wendepunkte: 45 /
y'= 16x-2x% Y= 2x3-30x? +60x+80 _ yro_360x-900 g

Js+10x-x2 (5+10x-x2)¥? (5+10x-x2)"2 "’ 5
y =0;2x(8x)=0=>x;=0;x2=8; 2y 0 12

a
B

y*“(0) > 0 = T(0/-2,24), y**(8) < 0 = H(8/32,1);

y*¢ =0, 2x’ - 30x* + 60x + 80 = 0; Losung durch gezieltes Probieren
oder mit Rechnersoftware = x4 =-0,90; x5 = 3,61; x¢ = 12,30; nur
xs= 3,61 liegt in D; y*“(3,61) = W(3,61/13,8)

=4

x*-42>0= D=R\]-2, 2[. stetig; Funktion stetig und

gerade. Nullstellen: y = 0; Vx* +4 =vx* -4 ;

x> +4=x*—4, keine Lésungen = keine Nullstellen; — t ]

N P

Jim £(x) =0, Asymptote: y =0; 106 6 42 02 46 8,10
4 4
Extrema/Wendepunkte: y'= X X . y-= + ;
Vx2+4 x2-4 (x2 +4)3/2 (xz —4)3/2
=0 —— =% x-Vx2+4=x-Vx>—4; x*+4x% = x* 4x%; 8x% = 0 = x, = 0, nicht

x2+4 x2-4
im Definitionsbereich D; Randextrema: H;(-2/2,83); H»(2/2,83);
y*‘ =0 nicht moglich = kein Wendepunkt
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&

537 f) x/(x-2)20 = (1)x=0und x>2,alsox>2 sowie
(2)x<0undx-2<0,alsox <0;
kurz: D =R\]0, 2], lim f(x)=f(0)=0; lim f(x)=o,
x—0- X2+

P

TN
Funktion stetig, weder gerade noch ungerade. 4+ ——
Nullstellen: y =0 = x; = 0; ™
lirP f(x) =1, Asymptote: y = 1 sowie die Gerade x = 2; 08 6 4 2 0 2 4 6 8,10

-1 . x_—2 "_ 2x-1 x-2
x-22 V¥ x x(x-2V x
y* =0 =>x =0, nicht in D = kein lokales Extremum, jedoch T(0/0) als Randextremum,;

y“=0 = x4=0,5; x3 =2; beide Werte nichtin D = kein Wendepunkt.

Extrema/Wendepunkte: y'=

5.38 a) D=0, 2x]; Funktion stetig, stets positiv oder null. 15
Nullstellen: y=0; sinx =0 = x=0, &, 2n; y 1 <
Extrema/Wendepunkte: // N\ / \
y¢ =sin(2x); y*¢ = 2-cos(2x); y* ‘= — 4-sin(2x) 05 \
y*=0=2x=0,n, 2n, 3w, 4, x=0, n/2, ©, 3n/2, 2~; 5 T 5 3 4 5 &

6 x 7
y(0) > 0 = Ty(0/0), y*“(m/2) < 0 = H,(2/1), y**(m) >0 => To(m/0), y“(3n/2) < 0 = H,(3/1),

y*‘(2m) > 0 = T3(2n/0); T; und T} sind eigentlich Randextrema (da am Rand des Definitions-
breichs liegend) und keine lokalen Extrema.

Y =0=>2x =2, 3n/2, 5n/2, Tn/2; X = /4, 3n/d, Sm/d, Tn/d; y* (i) # 0 = W, (2/1),
Y Bma) 20 = W,(3/1), y(5m/a) = 0 = W;(55/1), y**(Tn/d) = 0 = W, (22/1)

b) D = [0, 2x]; Funktion stetig. 25
Nullstellen: cos(2x) + cos X = cos’x —sin’x +cosx=0 ¥ 2 AN y
cos® x — (1-cos’x) + cos x = 0; u = cos X; 1-? \ 7/
2 +u-1=0 = u=0,5u=-1; 05 \‘ /
cosx=0,5 = x;=n/3;x2=5n/3; cosx=-1=>x3=m; (NI AN 5 X
Extrema/Wendepunkte: 'O_f \ 1/ SO
y* =-2-sin(2x) —sin x; y*¢ = — 4c0s(2x) — cos X; 15

y** = 8-sin(2x) + sin x;

y* =—4-sin x-cos X — sin x = 0; sin x-(—4cos x —1) = 0; Produkt-Null-Satz:
sinx=0=>x=0,n, 2n; —4cosx—1=0; cos x=-0,25 = x = 1,823; 4,460;

y*‘(0) <0 = H,(0/2), y*“(m) < 0 = Ha(n/0); y*‘(2m) <0 = H3(2m/2);

y*‘(1,823) = T,(1,823/-1,125), y*‘(4,460) = T»(4,460/-1,125); H, und H; sind Randextrema;
y*‘=—4cos(2x) —cos x =— 4'(coszx —sinzx) —cosx= 0, —8-cos’x —cos x + 4 =0, u=cos x
usw. = cos x =-0,772; x = 2,453; 3,830 bzw. cos x =0,647; x = 0,887, x =5,417;
Wendestellen, weil dort y*“‘# 0: W,(0,867/0,486), W,(2,453/-0,579), W3(3,830/-0,579),
W4(5,417/0,486)

c) D=0, 2n}; stetige Funktion.
Nullstellen: y =0 in D nicht méglich, da cos x nur zwischen Y
m/2=1,58 und 37t/2 = 4,71 negativ ist und dies nur bis -1
mdglich ist. Extrema/Wendepunkte:
y* =1-sinx; y*“ =—cos x; y‘“‘ =sinx;
Yy =0=>x=n/2; y“(n/2)=0 = keine Entscheidung;
y“=0 = x=n/2=1,58,3n/2 =4,71;
y***(1,58) # 0 = 1,58 ist Wendestelle; da hier Steigung null 0 T 5 3 4 5 6.
ist, liegt ein Sattelpunkt vor: S(1,58/1,58) x
y*“(4,71)) = 0 = W(4,71/4,71)

A NWA O N
N
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538 d)

539 a)

b)

= . : : " . 15
D = [0, 2x]; Funktion stetig, stets positiv oder null; y P /—\‘\
Nullstellen: y=0; 1 —cosx=0,cos x=1 =>x =0, 2m; 1 N
Extrema/W endepunkte 05 ,/ N\
y'= sinx | m —sinx ) N
2. \/ 1-cosx ’ Y 8 Jl—cosx 0 1 2 3 4 5 5\

X
y*=0,sinx=0 = x= 0,1t,21t,daaberﬁirx=0

sowie fiir x = 27 auch der Nenner +/1—cosx null ist, muss dort nicht y* gleich null sein! Regel

von de I‘Hospital: lim SImx "0"- lim cosx =

x50+ 2.4/1-x x—>0+—sme 1-cosx E

sinx 0 1

Entsprechend gilt am rechten Rand: lim -

x-2a- 2. JTx ﬁ )
y*(1) =—0,354 < 0 = H(n/+2 ). An den Stellenx =0 und x = 27 befindet sich jedoch jeweils
ein Randminimum: T,(0/0), T»(2%/0).
y=0 = x =0, 2~x; dies sind jedoch die Randstellen von D. Wendestellen sind jedoch im
Inneren eines Definitionsbereichs definiert; daher kein Wendepunkt in D.

D =R, stetig; weder gerade noch ungerade; ;

Nullstelle: y=0=x; =0; e~
lim f(x) = —o, lim f(x) =0 (Regel vonde I'Hospital); 1 /0 1 B P # PxPp

Asymptote: y =0 (x-Achse); ¥

Extrema/Wendepunkte: / .

y'=(1-x)-e™; y'=(x-2)e; y"=(x-3)e"; y¥=0;1x=0=>x=1;

y¢“‘(1) <0 = H(1/0,368), y*‘=0;2—x=0=>x3=2; y*“‘(2) = 0 = W(2/0,271).

D =R, stetig; weder gerade noch ungerade; y3

Nullstelle: y = 0; x; = 0; 2
lim f(x) =co, lim f(x) =0 (Regel von de I’'Hospital); .

Asymptote: y =0 (x-Achse); I e

Extrema/Wendepunkte: 01 2 3 4 5,6

y=(2x-x2)-e*; y =(x2-4x+2)-¢*; y"=(-x2 +6x—-6)-e*

y =0; x- (2—x) 0 = x2=0;x3=2; y“(0)>0 = T(0/0); y‘“(2) <0 = H(2/0,541),
y=0,x>4x+2=0 = x4=0,586; x5=23,414; y***(0,586) = 0 = W,(0,586/0,191),
“‘(3 ,414) 2 0 = Wy(3,414/0,384).

D =R, stetig; weder gerade noch ungerade; 4

Nullstelle: y=0, € *. Multiplikation mit e?* ergibt y —

F=1>x=0; T BB P PybP
lim f(x) = —o0, lim f(x)=0; l

Asymptote: y =0 (x-Achse);

Extrema/Wendepunkte: y’ =—2-(e" —2)-e‘2" ;y"=2-( x —4)- e, y"=-2. (e —8) 2,

Y =0,¢"~2=0= x=In2=0,693; y*(0,693) < 0 = H(0,693/0,5);
y=0,e*=4=x;=1n4=1,386; y*“(1,386) = 0 = W(1,386/0,375)
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539 d) D=[0, oo[; stetige Funktion. y |
Nullstellen: y=0,sinx=0= x=0, =, 27, ..., 03 /
xl_l}l& f(x) =0; Extrema/Wendepunkte: 02 A
y* = e™*(cosx — sin x); y** = —2-€-cos X; 01
y‘“¢= 2-(cos x +sin x)-€ ™
y*=0;cosx—sinx=0;tanx=1= R O P fx
x =0,785; 3,927; 7,069; 10,21; usw. 01

€)

g)

h)

y*“(0,785) <0 = H;(0,785/0,322); y¢‘(3,927) > 0 = T1(3,927/-0,014); y*‘(7,069) <0 =
H2(7,069/0,00060); y*‘(10,21) > 0 = T(10,21/-0,000026)

y“=0;cosx=0= x=1,571;4,712; 7,854 usw. tm,y*“‘ £ 0 = W;(1,571/0,208);
W,(4,712/-0,00898), usw.

D = [0, oof; stetige Funktion; y
Nullstellen: cos(2x) = 0; 2x = /2, 3n/2, 57/2, ... 1
x=m/4,3n/4, 5n/4, ..., lim f(x)=0;
X—>+00 05
Extrema/Wendepunkte: y* =—€™-[cos(2x) + 2-sin(2x)];
y*¢ = e7.[4-sin(2x)-3cos(2X)]; oN_A P F b Px
y¢“¢ = e [11-cos(2x) + 2-sin(2x)];

y* =0, cos(2x) + 2-sin(2x) = 0; tan(2x) =-0,5 = 2x =—0,464+n = 2,678; 5,820; 8,961; 12,10
usw.; x = 1,339; 2,910; 4,481; 6,051 usw.; y*“ > 0 = T (1,339/-0,234); T»(4,481/-0,010);

y*¢ <0 = H;(2,910/0,049); Hx( 6,051/0,0021); ...

y*“ =0, 4-sin(2x)-3cos(2x) = 0; tan(2x) = 0,75 = 2x = 0,644; 3,785; 6,927; ...;

x=0,322; 1,893; 3,463; ...; y*“‘ # 0 => W,(0,322/0,580); W>(1,893/-0,120); W1(3,463/0,025)

D =]0, o [; stetige Funktion. 4

. c g y
Nullstellen: y = 0; x; = 0 liegt nicht in D; 3 -
In(2x) = 0; e?','(z") =e% x,=0,5. 2 / e
lim f(x) =lim In@x) _wn_ lim /x 7 =0 (Regel von ! d
x-0+ x>0+ 1/x o x—+0+—1/x 0 dq5 {1 15 p 95
-1 X

de ’Hospital), lim f(x) =003

Extrema/Wendepunkte: y* =1 + In(2x); y*“ = l/x; y*“‘= -1/52
¥ =0; In(2x) =-1; "™ = ¢! = x; = 0,184; y**(0,184) > 0 = T(0,184/-0,184);
y*‘ =0 nicht méglich = kein Wendepunkt

D =10, « [; stetige Funktion.
Nullstellen: y=0; 1 +Inx=0 = x; = 1/e=0,368; Y, |

lim (x) =0, lim f(x) =0 (Regel von de I'Hospital); [ T T—

X=>0+ X—>+0 2 4 = 3
Extrema/Wendepunkte: 4 i X
y' =-Inx /X% y“=Q2Inx- /%3 y“‘=(5-6In x)/x"; [

y=0;Inx=0=>x2=1;y“(1) <0=>H(/1);
y“=0;2Inx=1=x3=1,649; y*“‘ 2 0 = W(1,649/0,910)

D =[0, =/2 [; stetige Funktion.
Nullstellen: y = 0 = x; = 1,293 (Losung durch gezieltes y
Probieren oder Rechnersoftware); ™~

lim f(Xx)=-o0; Asymptote x = n/2;

x> x/2-

Extrema/Wendepunkte: y* = 1 — tan x; y*‘= —1/cos’x;
y* =0=x; =n/4 =0,785; y**(0,785)<0 = H(0,785/0,439), _,
y*‘ = 0 nicht moglich = kein Wendepunkt

-1
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.40

5.41
5.42

5.43 a) Scheitel nach Abbildung: S(0/1); y

2
a '=2x;y"=2; P(/1): y'=2;y"=2; x=———-=0,179;
)y y 1(/) y y (l+4)3/2

2
; P/1): y=-1;y"=2; x=——-=0,707;
](/) y y (1+1)3/2

3
1 1 1 14
P(Z/—): ey =osk=—0 __=0228
\72) Y =79V 7% (1+1/16)3/2

1, V4

470 (1eya)?
P,(2/42): y'=0354; y"=—0,088; x=—0,074

d) Day*“ =0, ist bei einer Geraden fiir alle Punkte x = 0.

1
0 y'= Dy = s R/):y =L yr=n =-0,179;
)y e Al  (1/1):y’ 5y

y' =cosx;y"=-sinx; x—ﬁ'y—l~ y' =0y =- N SR
) > 2 . ’ 3 ’ (1+O)3/2
a) Im Scheitel hat die Kriimmung ein Extremum..

y =ehy=e k(®)= —(1+:; i K'(x)= %:—Ti)i/;) =0 T

q
I~~~

P N P &
g

" 4.e% -10-¢* +e*
K= 1+ e2X )7/2
x=0,5In0,5=-0,347; x*‘(- 0,347) < 0 = - 0,347 ist 2 1 0 1,2
Maximumstelle; Scheitel S(-0,347/0,707); x =0,385; r=2,60

1 _ —l/x2 _

X .
b) )’— ;Y= wE K(x)‘(l+|/x2)3/2‘ (x2+1)3/2’ yz —

o= 2x2-1  ,  9x-6x3

Jk4=0,12e*=0 >

o

;K= ; k=0, 2%%-1=0 =>x= 0,707,

(x2+1)’/2 ( )7/2 ol P B Fx
k‘‘(0,707)>0 = 0,707 ist Minimumstelle; die negative -1
Kriimmung « hat an der Stelle x = 0,707 ein Minimum, der Betrag 2
von k besitzt dort ein Maximum.

Scheitel S(0,707/- 0 347), x=-0,385; r=2,60 ...sichea)
1
0 Y= Y sm2 x’ 1

l/sm X 1 sin®x 3 . y
+COs” X =—sinXx;

(1+1/tan2 )3/ sin’x cosx O/r B x
K'=-cosx;k‘“=sinx; k=0 = x=n/2=1,571; -1
k*“(1,571) > 0 = 1,571 ist Minimumstelle von x; der Betrag von k / \
besitzt dort ein Maximum. Scheitel S(1,571/0); x=-1;r=1 2

1]

K(x) =

y= 2:3x2-1)
;¥(0)=1;y(0)=0; PN
ey +1Y ( +1f

¥y (0)=-2; x(0)= ; 1= 1; M(0/0,5) N

1+ 0)3/2 -2; . i
4 05 0 05 7
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.43

5.44

5.45

5.46

5.47

5.48

5.49

Y
@

b) Scheitel nach Abbildung: S(0/1);

y=-x-e 5y = (2 =) y(0) = 0,y () = 0; A N
y(0) =15 x(0) =—1/1 =13 r = 1; M(0/0) O T

a)y' = 3x2-30x + 78; ) =6x-30=0 = x=5; wegen (y*)*‘ = 6> 0 fiir alle x, besitzt die
Ableitungsfunktion an der Stelle x = 5 ein Minimum: T(5/3); jeder Wert der Ableitung y*
ist also > 3 und damit stets positiv = y = f(x) streng monoton steigend; der kleinste Wert der
Polynomﬁmktlon ist mit f(0) = 10 positiv, daher ist die Funktion fiir x > 0 positiv

b) y* =3x>—24x + 60 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(4/12); daher ist y = f(x) streng monoton
stelgend der kleinste Wert ist mit f(0) = 50 positiv, daher ist die Funktion fiir x > 0 positiv

¢) y¢ = 3x* — 30x + 72 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(5/-3); y* ist daher auch negativ, y = f(x)
daher auch streng monoton fallend und kann daher keine Kostenfunktion sein

d) y* = 3x> -36x + 135 besitzt als tiefstgelegenen Punkt T(6/27), daher ist y = f(x) streng monoton
steigend; der kleinste Wert ist mit f(0) = 100 positiv, daher ist die Funktion fiir x > 0 positiv

a) € 23780; durchschnittliche Kosten K(1600)/1600 = € 14,86
b) K‘=0,00003-x% — 0,046x + 24; (K =0,0006-x — 0,046 =0 = x = 766,67; wegen
(K)¢¢ =0,0006 > 0 fiir alle x, ist 766,67 Minimumstelle von K*;
Minimalwert K‘(766,67) = 6,37 > 0, daher ist K(x) iiberall streng monoton steigend
¢) x =200: K(201) - K(200) = 15,98; K*(200) = 16;
x =800: K(801)-K(800) = 6,40; (800)=6,4
x =1500: K(1501) - K(1500) = 22,52; K*(1500) =22,5

a) K‘=0,3.x* - 5x +25; (K*) = 0,6x - 5=0 = x = 8,33 > 0, wegen (K*)** = 0,6 > 0 fiir alle x
ist 8,33 Minimalstelle von K‘; Minimalwert K*(8,33) = 4,17 > 0; daher ist K(x) iiberall
streng monoton steigend; der kleinste Wert von K(x) fiir 0 < x < 20 ist 10, daher ist die
Funktion wegen ihrer Monotonie dort auch positiv

b) K(8)/8 = 12,65 c) Exakt: K(11) — K(10) = 5,6; niherungsweise: K‘(10) =5

Bis zur Wendestelle steigende positive Grenzproduktivitit, danach bis zur Hochpunktstelle
sinkende positive Grenzproduktivitit , danach negative Grenzproduktivitét

a) K'=-3x+40x+40; K’ =—6x+40; K’ =-6; -y P
K’=0= x;=14,3; x=-0,93 nicht sinnvoll hier; 1500 /r ™
K’’(14,3) < 0 = 14,3 ist Hochpunktstelle; 1000 W’
K”=0=x3=6,67, 500 Wa
K’*’(6,7) =—6 # 0 = 6,7 ist Wendestelle L

b) Wendestelle: 66,7; Hochpunktstelle: 152,0; 024 6 8101214 16 1820

c) Wendestelle: 46,7; Hochpunktstelle: 102,4 Zu a)

15 FI'[ 3 3 x2
0-— 4 mm; y' ——4+=.—|; tana. = |y'(0 ———000125=> 0,07°;

YO =357 Y =3E. 1( 2L 23T [yl *=
Y= k=Y . day(0) =0, ist auch x(0) = 0 b) y=——(Lx? -x)

| Rk /2 s )

E-l (1 +y 2)3 6E1
qL* L (4 4%, q .,
0)= & 2,5 > = -t B = .

YO=gpr ¥ Y ey 3T ) Y TE T
tano = |y (0)| =0,001125 = o = 0,064°; da y**(0) = 0, ist auch x(0) = 0
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5.50

5.51

552 y=ax*+ax

r—_ 9 _612 2 4). o9 (_1o72 3). g0 (712 2
Y=ol (L -1k 4 5xt); y = (12074200 ) y = B (1212 +60x?).
Grofte Durchbiegung:
y* =0; L*- 6L%” + 5x* = 0; Substitution u =x* L*-6L%u+5u>=0=u, =L¥5; u,=L%
C=LY5= x = L/«/g; =L"> x2=L.
"5y = 0L _ L/ ist Maxi Ly _25aplt
y'(L/V5) = e <0 = xi= L//5 ist Maximumstelle; y 5 = SRl
X, ist die Einspannstelle, wo die Ableitung y* null sein muss.
Wendepunkt:
y=0; -12.L% + 20x° = )(-(—12~L2 + 20~x2) =0 = x3 =0 (= Auflagestelle) sowie
“12.L2 42052 = x4= J—;_ZL =0,775-L als Wendestelle (da dort y” = EqIOL -x#0);
_15-goL*
YW =3750E1
. ' 90 'LJ
W : = =
Anstieg der Wendetangente: |k |=|y'(x,)| TSOE
Siehe auch die Abbildungen unten, gezeichnet fiir L=3 m, E-I = 2-10° Nm?, F = 10000N
a) Einsetzen von x = a in beide Terme ergibt die Gleichheit
b) Fall 1: a> b: Gesucht ist das Maximum von y, definiert fiira> b: y* = 0;
x (L x*) L+b Fa’b’(L+b) [L+b
= |l4==-—| =0 > =a.,—, = =
L [ b a~b) Yo S8 Yre T TOEI6L V 3a
Fall 2: a=b = L/2: Kann als Sonderfall von a > b gesehen werden, wenn hier aufa="b
N FL
erweitert wird: X ., =2 Ymx T 5 ET0
c) Fall a < b: Gesucht ist das Maximum von y, definiert fiir a < b. Man kann auch einfach aund b
. . _ L+a _Fa’b’(L+a) [L+a
gegeniiber Fall 1 vertauschen: x,,,, =b 3p° Y™ =" gE1aL \ 3b
a b a b a b
F = 10000 N F = 10000 N F = 10000 N
q 1 2 3 g 1y 2 3m d 1 2 m
1 Ymex x 1 X 1 X
2l ] 2 Yimes 2 . Yo
Xmax ax =2 2
3 gi=2100Nm 2" Has El=21¢Nnt 30 , E1=Z10Nm
Falll:a>b Fall2:a=b Fall3:a<b

34 azx2 +a)x+ag y' = 4a4x3 + 3a:;x2 +2ax +ay;

I: a4.04+a3.03+a2 02+al.ol +ao =0 256a+64b+16c=0
I: a44* + 254> + 2, 42 + a;-4! + 25 =0 256a +48b+8c =0
IIL: 424-0° + 3230 + 220 +a; =0 16a+8b+4c =y,

IV: 4as4® + 3254 + 22,4 +a;, =0
Viag2t +2;:2° +2, 22 +2):2" + ap = ypay

a___Yrmx : b=_ymax
16 2

Tund IIl = a9 = 0, a; = 0; damit weiters y= Yimax |
16

5 €= Ymax

(x4 -8x3 +16x2)
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553 y=ax’+bx+c;

y*=2ax+b=0 = Minimalstelle x, = ——2‘1
a

La0>+b0+c=8

I: a24* +b24 +c =12

II: axy’ +bxg+c=7

I = c¢ =38, Einsetzen fiir xo =

I*:576a+24b+ 8 =12

2
II*:a-(—) +b( )+8 7
2a

554 y=ax’+bx+c; y =2ax+b=0;
La(4)Y+b(4)+c=4
a4’ +bd+c =4

II: 2a4 +b =1 (Steigungin Qist 1)

5.55 y=a5‘x5+a4~x"+a3-x3 +a2~x2+al-x+a0;
y* = 5asx* +4a4x +3a3x> +2ax + 4
y¢¢=20asx> + 12a4x> + 6a3-x + 28y ;

I: a5:0° +a40* + 230’ + 2,0 + a;-0 + ag = 1

I as1’ +agl* + a3 13 + 212 +a;- 1 +39=0
III: 5a5-0* + 4a4-0° + 3a3-0 + 22,0 +a, =0
IV: 5a5-1* + 4a4-1% + 32312 + 23,1 +a;, =0
V: 20as5-0° + 12a4-0> + 6a3-0 + 2a, =0
VI: 20as-13 + 122,17 + 6a5:1 + 22, =0

5.56 y=a;x’+ayx*+a;x +ag;
y' = 3a3°x2 +2a,x + a,

I ayOJ + a2~02 +a;-0+a =1

Il g1’ +ay1%+a;1 +ay =0

IIL: 3a,-0> + 2a,-0 + 2y = 0

IV: 3a3:12 + 221 +2, =0

Iund III: ap =1, a; = 0. Damit bleibt:
I* a;+a =-1

II*: 3a3+2a,=0

Sa3=2;a=-3.

5.57 Alle Zeitwerte in Sekunden, alle Léngen in cm.
a) y=20+t-e2t; D = [0; oo[; stetige Funktion.
Nullstellen: y=0=>1t,=0

Regel von de I’'Hospital:
lim y(t) ="0-<0"= hmﬁ —1im-2%_-o.
o o2 1oe .02t

Extrema/Wendepunkte y’ =20-e72(1-2t);
Y =80¢ (1) = 80320 ¢
y'=0,1-2t=0=1,=0,5;

¥°(0,5) <0 = H(0,5/3,68);

oder umgeformt:

I*:576a+24b=4

I*: b’ =4a

Dies ist ein nicht lineares Gleichungssystem;
I* = a=b%4; inII* eingesetzt:

36b’+6b =1 = b; =-0,2697; b, =0,1030;
b, fiihrt auf einen negativen Wert fiir xo, was
hier nicht sinnvoll ist.

a=-(-0,2697)%/4 = 0,01818.

Damit lautet die gesuchte Parabel:
y=0,01818:x> -0,2697-x + 8

Daraus: a=1/8;b=0;c=2.
Gesuchte Polynomfunktion (Parabel):

1 2
=—-x"+2
y 3 X

L IMund V:ay=1,a,=0,a,=0.

Damit bleibt:

I*: a5+ ag+ as =-1
II*: 5a5+4a4+3a; =0
III*; 20as+ 12a4 + 6a3 =0
= as=-6; a4 =15; a3 =-10.

Gesuchte Polynomfunknon
y=-6x°+15x* - 10x°+ 1

Gesuchte Polynomfunktion: y = 2x> — 3x*+1.
vt =6x"—6x; y* = 12x - 6;

0)= y (0) -6 =—6;
x0)= (+y @) (1+0)"

ne_ YO 6 _
xh= Iy ) (1+0)7

Die Kriimmung in einem Punkt einer Geraden
ist 0, da y*¢ = 0 einer linearen Funktion.

Im Punkt P springt somit die Kriimmung x
von 0 auf -6, in Q von 6 auf 0.

aperiodischer Grenzfall 5.57a)

Kriechfall 5.57b)

yO=0t-10=1t=1;y°(1) # 0 = W(1/2,71)
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557 b)

558 a)

b)

©)

559 a)

2% sinh(1,5t) = ? (e™—e™); D = [0; co[; stetige Funktion.

0=
Nullstellen: y=0; e —e*=0]e™ ed=1= t,=0; !gnm y(t)=0.
Extrema/W endepunkte

YO =- 2 -4y =2 - 166 y7) =- 20" - 647

v =0; ¢ -4 =0 = t,=0,46; y**(0,64) <0 = H(0,46/3,15)
y=0;et - l6-e"" =0 = t,=0,92; y**°(0,92) # 0 = W(0,92/2,48)

D = [0; oo[; stetige Funktion. y
Nullstellen: y = 0; 5-¢*=2.¢*, 5¢*=2;¢=04; =~ N
Ine*=1n0,4;3tlne=-0,926 = t, = —-0,305 ist
nicht in D; in D keine Nullstelle.

limy(t)=0.

too

Extrema/Wendepunkte:

y$ = —S‘C-t + 8-6-“; y” = 5‘e-t _ 32.e-4!

Yy =-5¢"+128¢™

y =0=>t=0,16; y’(0,16) < 0 = H(0,16/3,21)
y’=0=13=0,62; y">’(0,62) # 0 = W(0,62/2,52)

D = [0; oo[; stetige Funktion.
Nullstellen: y =0 = t; =—-0,649 ist nicht in D; in D keine Nullstelle. }im y(t)=0.

Extrema/Wendepunkte: y’ = -7-¢* + 4™,y =7.e' - 166,y = —7.¢* +64.¢7",
y’=0=>t, =-0,17 ist nicht in D, daher in D kein lokales Extremum;
v’ =0=> t; = 0,28; y°°(0,28) # 0 = W(0,28/4,98). Siche Abbildung!

D = [0; oo[; stetige Funktion.
Nullstellen: y =0 = t; = 0,462; }im y(t)=0.
—>a0
Extrema/Wendepunkte: y’ = ¢ -16-¢™, y"’ = ' + 64-¢ ¥,y =
Y’ =0=1,=0,92; y”(0,92) > 0 = T(0,92/-0,30);
Yy’ =0=1t=1,39; y°(1,39) # 0 = W(1,39/-0,23). Siche Abbildung!

et-256.e"

D =[0,2r]; unter Weglassung der Einheiten gilt:
p(t) = 5-sin t-sin(t+60°) =
= 5-sin t-[sin t-cos 60° + sin 60°-cos t] =

p®
3W

= 5.[sin’t-cos 60° + sin t-cos t-cos 60°] =

= 5.[%-(1- cos 2t)-cos 60° + Y-sin 2t-5in60°] =
=2,5-c0860° —2,5-cos(2t + 60°) = 1,25 — 2,5-cos(2t+60°).
Die Momentanleistung p(t) schwingt sinusformig mit der
doppelten Frequenz der Wechselspannung um den
Durchschnittswert —2- -cos60° = 1,25, die so genannte

,» Wirkleistung®.

Nullstellen: p(t) = 5-sin t-sin(t+60°); Produkt-Null-Satz sint=0= t;

2

Wirk-

I

A

\ leistung

0 1

\VARAVA

=0s,t,=3,14s

sin(t + 60°) =sin(t + n/3)=0=> t3 +n/3 =modert;= 2,09s,t4=524s

Extrema liegen in der Mitte zwischen den Nulistellen.
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5.60 Alle Zeitwerte in Sekunden, alle Stromstéirkewerte i in A (wenn nicht anders angegeben). Fiir alle
Funktionen gilt: D = [0; cof; stetig in D. o =100 s™.

a)

b)

<)

5.61 a)

b)

§=25s",8<wg, ©=96,8s"; i=1,03: i)
it) = i - > sin(wt) = 1,03-¢>*sin(96,8t); 600mA
es liegt also eine Sinusschwingung vor, deren 40|
Amplitude exponentiell abklingt, so genannter i
Schwingfall. - 200
Nullstellen: i(t) = 0; sin(96,8t) =0 =>t; =0; ’ : _ .

t, = /96,8 = 0,032; t; = 21/96,8 = 0,065; BN AL
ts= 31/96,8 = 0,097 usw. limi(t)=0; ; V 1

Extrema: i‘(t) = i -¢ >*(@-cos(at) — &-sin(at));

i‘ =0; -@-cos(ot) — &-sin(ot) = 0 oder tan(ot) = 0/5; tan(96,8t) = 3,87 =

96,8t =1,32; 96,8t = 1,32+ 7, 96,8t = 1,32+ 2n usw. oder t=0,014; 0,047; 0,079 usw.;

hier befinden sich auf Grund der Eigenschaften einer (gedimpfiten) Sinusschwingung

abwechselnd Hoch— und Tiefpunktstellen.

8=100s", 8 = @y, so genannter aperiodischer Grenzfall: i(t) = 100-t-¢"%*

Nullstellen: i(t) = 0 =» t; = 0; Regel von de 'Hospital: limi(t) = hm% = }_}w%

Extrema/Wendepunkte: i‘(t) = (100 — 10 000-t)-¢™1%%, j**(t) = (1000 000-t — 20 000)-¢'***,;
i““(t) = (3 000 000 — 100 000 000-t)-e~1%*;

i“(t)=0; 100 - 10 000-t=0 = t, = 0,01 s = 10 ms; i*(0,01) <0 = H(10 ms /368 mA);

i““(t) = 0; 1000 000-t — 20 000 = 0 = t3 = 0,02 s = 20 ms; i‘**(0,02) = 0 = W(20 ms/271 mA).
Siehe Abbildung oben.

8=1255", 8> wy, so genannter Kriechfall: i(t) = = -¢ '>*.sinh(75t) = = ( 50t e-zoo:)'
Nullstellen: i(f) = 0; e 2% =0 = t, = 0; llm imi(t)=0.
Extrema/Wendepunkte: i‘(t) = M ( 0 yg.e 2°°‘) i“M)= 5000 ( -50t —16-e'2°°');

HE L(t) 250000 ( =50t +64- e—200~t);

‘(= o,—e's‘" +4.e72%=0=1,=0,0092 s = 9,2 ms; i*/(0,0092) < 0 = H(9,2 ms/315 mA);
i“()=0, ¢ -16.e'=0=1,=0,018 s=18 ms; i*‘(0,018) # 0 = W(18 ms/248 mA).
Siehe Abbildung oben.

b(g) = Eg-_ff ,g#f, D=[0; oo[; rationale Funktion in g; 100 ¥
Polstelle: g = f; keine Nullstelle (fiir g > 0); gg \
lim b(g)=-c; lim b(g)=cw0; lim b(g)=f. 40
g f- g f+ g ® 20
Asymptote g = f (da f Polstelle ist).
Extrema/Wendepunkte: -20 0 40 40 091 PO
£2 -40
b'(g)=- D) #0 fiiralle g = kein lokales Extremum; -60 =
-80
2 -100
b"(g)=( Y # 0 fir alle g = kein Wendepunkt fiir f> 0
g -—
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5.62 Summanden: x, 10 —x
a) Zielfunktion: f(x) = x-(10-x) = 10-x — x%, Maximumaufgabe; f’(x) =10—2x =0 = x = 5;
fex)=-2; £(5)=—2<0= Xmax =5 ; zweiter Summand: 10 -5 =5.
Die beiden Summanden sind daher glelch, nimlich 5.
b) Zielfunktion: f(x) = X2+ (10- x) =2x* —20x + 100; Minimumaufgabe;
P(x)=4x-20 =0 = x=5; f“x)=4; {(5)=2<0=> Xmn=S5;
zweiter Summand: 10 — 5 = 5. Die beiden Summanden sind auch hier gleich 5.

5.63 Rechteckseiten: x, y
a) Zielfunktion u = 2x + 2y, Minimumaufgabe; Nebenbedingung: xy=A = y= A ;
X
u(x)=2x+2'i;u’ =2—2-i2 =0 = x= \/K; u’= %,
X
A
u’ ) J_ = A

Das Rechteck mit dem kleinsten Umfang ist daher ein Quadrat mit der Seite JA.

>0 = Xmn= VA Y min = A = Xmin.

b) Zielfunktion: A = x-y; Maximumaufgabe; Nebenbedingung: 2x +2y=u = y = %— X;

ARx)= x- (E‘X) A'(x)= %—ZX =0=>x=—; A”(x)=

L.
4’
A”W4)=-2<0 = Xmx= %; Ymax = %-xmax =% = Xmax-

Das Rechteck mit dem gréften Umfang ist daher ein Quadrat mit der Seite % .

5.64 Zielfunktion: A = x-y, Maximumaufgabe;
Nebenbedinung: 2x +y =100 =y =100 - 2x; !
A(x) =x-(100-2x); A’(x) =100 —4x =0 = x =25; X X
A”(x)=—4; A’(25) =4 <0 = Xmax = 25; Ymax = 100 -2 25 = 50. e j
Die Linge y ist doppelt so grofl wie die Breite x: 50 m bzw. 25 m y

5.65 a) Zielfunktion: A = (40+x)-y, Maximumaufgabe
Nebenbedingung: x +y +40+x+y=160 = y=60-x.
A(x) = (40+x)-(60 - x); A‘(x)=20-2x=0=>x=10;

A“(x) =-2; A*“(10) =-2 <0 = Xmax = 10; Ymax =60 — 10 = 50.

Die beiden Rechteckseiten sind daher 50 m lang, das

Grundstiick ist quadratisch einzuzéiunen. 20 T x
b) Zielfunktion: A = (40 + x)-y, Maximumaufgabe; (bereits aufgestellt)

Nebenbedingung: x +y+40 +x +y=100 = y=30-x.

A(x) = (40 + x)-(30 - x); A* =—10 — 2x = 0 = x = -5; sachlich nicht méglich (man miisste 5 m

des Zaunes wieder abreissen), es gibt daher kein lokales Maximum fiir x > 0.

Randwerte: 0 < x < 30; A(0) = 40-30 = 1200; A(30) = 0. Es liegt daher ein Randextremum

bei x =0 vor.

Daher lauten die Seiten des flichengrifBten Rechtecks: 40 m und y =30-0=30 m.
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5.66 a) Zielfunktion: A = 2x-y, Maximumaufgabe T T
Nebenbedingung: x> +y? =1 = y= yr?-x2. N E——
ARx)=2x-Vr? -x?; / v v
Vereirgfachung der Zielfunktion: ) . /___'4'_/__*__ g
Quadrieren, Faktor 4 weglassen = f(x) = x>r* -x*; S

f4(x) =2x- - 45> = 2x-(* - 2x%) = 0, Produkt-Null-Satz =

(1)2x=0 oder x;=0 sowie (2)r*-2x*=0 oder x, =%-«/§
fex)=2r - 12x5 £4(x1) =2 >0 = bei x, besitzt f(x) ein Minimum;
f'(xp) = 20 - 6r* =-4r* <0 = bei x; besitzt f(x) ein Maximum: x,,,

SN N ENE 3

Die Seiten des gesuchten flichengréfiten Rechtecks sind daher r- V2 und % 2.

2

Nl-n

b) Zielfunktion: u = 4x + 2y, Maximumaufgabe. Nebenbedingung: x> +y* =r* = y=+r>-x?;
uR)=4x+2VrP—x2; w=4-—22_ —0=x = X ~0,894r;
r2-x? Vs
2
uﬂ 2r > u “(0 894- l') <0 => Xmax = 5 Ymax = max T ~ 0 4471,
204 F

Die Seiten des gesuchten umfangsgréfiten Rechtecks sind daher und

J§ J§

5.67 a) Zielfunktion: A =22%

-h = (x +r) -h, Maximumaufgabe /:_\
g ! X

Nebenbedingung: * = x> +h? = h=+r -x2. 1 //:‘-;_\
AX)=(x+r)-rF =x2; Y \\\‘
A =fr2 oy XD rf-2x? —rx_O P-2%-1x=0 = , A

Jr2_x2 Jr2_x?
X -— %> = — 1 ist nicht mehr zuldssig). A" = 222X . pweioy o, J3<o=
1 (x2 g). :)—7;_-2_—)(' (r/2)

Xmax = l. Die obere Seite des flichengréfiten gleichschenkligen Trapezes hat die Lénge r.

b) Zielfunktion: u = 2r + 2b + 2x, Maxnnumaufgabe |
Nebenbedmgung Dreieck MFC h= r2 2 %X x>.C
Dreieck FBC: b*=h>+ (r- x> =r* - x>+ (r-x)* = 2r* - 2rx / i /7‘?.\

= b=42r2-2rx g i/hi A
2 :

[}
u(x)=2r+2 2r2-2rx +2x; ' =2- 2 =0=>x=1; r M X ll‘r-XB
\/rz—rx

2
" r ‘/_ «
u'=- s u(r/2) <0 = Xmax = — Dle obere Seite des umfangsgréften
2 (r-x)- \/r -rx

gleichschenkligen Trapezes hat wie in a) die Lange r.
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5.68 a) Zielfunktion: A = 4x-y, Maximumaufgabe.
Nebenbedingung: x* +y* =r* = y=+r? —x* . A(x) = 4x-Vr? -x?;
Vereinfachung der Zielfunktion zu f(x) = x*(r* - x2);
f4(x) = 2r7x — 4x> = 2x-(r* - 2x>) = 0; Produkt-Null-Satz: =

(D) x;=0 sowie (2) xz= ﬂ—z-; fex)=2r - 12x%

f¢(0)>0 = Xmin=0, nicht gefragt,

“(I"‘\E/z)<0=>xmax=%; Ymax = rz—xﬁm =

NI%

= Xmax -

Das flichengroBte eingeschriebene Rechteck ist ein Quadrat mit der Seite r-v2 .
b) Zielfunktion: u = 4x + 4y, Maximumaufgabe.

Nebenbedingung: wie oben; u(x) = 4x +4-yr2 —x? ; u'(x)=4- 4

r-x

u'(x)=_(rzj+z)3/z; u”(%'ﬁ)= 8:/— <0 > xmax—_ ‘/— anax- = 1/_ = Xmax-.

Das umfangsgroBte eingeschriebene Rechteck ist wie in a) ein Quadrat mit der Seite r-v2

-y

5.69 Zielfunktion: A = x-y, Maximumaufgabe; Nebenbedingung: h-y =X y=h- g'x;
c

AX) = x~(h—%-x);A‘(x)=h— %-x=0 = x= ;A% = -27"; A*(c/2)<0

=3,0 cm. Apax = Xmax'Ymax = % =15,0 cm?,

N |z

= Xmax = % =5,0cm. ymax =h - E~xm,x=

Das flichengroBte Rechteck besitzt die Linge 5 cm und die Breite 3 cm. Flicheninhalt: 15 cm?.

5.70 Zielfunktion: V =%-a2 -h, Maximumaufgabe. MA = %.a-ﬁ ;
Nebenbedingung aus Dreieck SMA:
_ 2
MA® +h? = s? oder S+hl=s? >’ =28 oW

V(h)= V =2-(s’ —h?)-h. Vereinfachung der Zielfunktion zu

f(h) = s>h - b% f'(h) =s* - 3’ = 0 = h=%; £4(h) =—6h; £(5/¥3) <0 = hypy, =% ~1,7m.

5.71 Zielfunktion: A = 4- % -a-h; = 2-a-h;, Minimumaufgabe.

! 2
Nebenbedingung: —a -h=V = h=—:/; h, = h2+(§) .

. 9v2 2 . . r
Damit: A(a) = 2a-. ,[—— + ( 2) ; Vereinfachung durch Quadrieren |
a

2 2
7u f(a) = 4a’ [W +(3) J:“V . f'(a)= 72V +42°=0 =a=¢18-V2;
a a

2 2
2
£@) =215V 11202, £4(8418-V2 ) > 0 = apin= ﬁ/ls-v2 ~8,0m; h,,,i,,=§/%~v =56m;
a

tang=tmn_ — o= 547°

amin/2
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2
5.72 Zielfunktion: V= x- ( ) -y ; Maximumaufgabe. Nebenbedmgung =% = y=h- E-X;
V()= Z—h -x? o(c - x); Vereinfachung zu f(x) = x*(c—x); f ‘(x) =2c-x -3x%=x-(2c-3x)=0:
-c

Produkt-Null-Satz = (1) x = 0, hier nicht von Interesse; (2) x = %; f“(x) =2c-6x;

f“(2c/3)<0:x.,m=%;ym.,ﬁh'vm,x I -h; VKegel——c -h;

3’ 27 12
Vimax/Viegel = 4/9 = 44,4%
5.73 a) Zielfunktion: V= 1t~x2~2y, Maximumaufgabe.
Nebenbedingung: 2+ y2 =R’ > y= vR?-x2.

V(x) = 2n-x2 -VR? —x? ; Vereinfachung der Zielfunktion zu
f(x) = x*R? - x?); £ (x) = 4R%x’ - 6x° = 2x>-(2R?* - 3x) = 0
Produkt-Null-Satz: = (1) x; =0, hier nicht von Interesse, sowie

@) x:= %-JE s £e00) = 12R2x% - 30x%;
f“(RJE/3)<0=xm,x= %w/g;ym: JyR?=x2, = %«5 . Zylinderradius: %«/3,

Zylmderhbhe — J_

b) Zielfunktion: O = 27-x* + 47-x-y, Maximumaufgabe. Nebenbedingung wie oben.
OX)=2mx* + 4n-xVR2 —x? ; O'(x) = dn-x + 41:/(1{2_2: ) — =0; x-VR?-x%=2x*-R?%;
R%-x
Quadrieren und u=x*> = 5u’- 5r%u +r* = 0; u; = 0,7236-%; u = 0,2764-r; daraus:
x; =0,851-R; x2 = 0,526-R; x3 = —X), X4 = —X»; eine negative Losung ist sachlich nicht sinnvoll;
x; erfiillt nicht die Probe der Wurzelgleichung!

4n(2x3

2
0“(x) = dn + Tz—‘;’)‘y‘T") ; 0“(0,851R) <0 = Xmax = 0,851-R; Ymax = 0,526 R.
R

=X

Zylinderradius: 0,851-R; Zylinderh6he: 2-ymax = 1,051-R.
¢) Zielfunktion V = g x%(R + y), Maximumaufgabe.
Nebenbedingung: x> +y*=R? = x*=R?-y’.
V() = 3R~ y')R +y); Vereinfachung zu f(y) = (R* - Y’} (R + y);

fy)=R2-2Ry-3y*=0 = y,= 5 sy2=-R ist sachlich nicht

sinnvoll; f *(y) = -6y — 2R; £*“(R/3) <0 = Ymax = %,x,m= # Kegelradius: R}‘/E,

Kegelhdhe: R + ymax = % .

5.74 Umfang des Basiskreises des Kegels = Bogenliinge b;
2nx=r — (360 - a) = a=360-[1 - 5].
180 r

Zielfunktion: V = g -x% .y , Maximumaufgabe;

Nebenbedingung: y =r? -x? ;
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V(x) = g -x2.4r? —x? ; Vereinfachung der Zielfunktion zu f(x) = (2 - x2);

£4(x) = 2x>-2F* - 3x%) = 0; Produkt-Null-Satz = x; = 0 (nicht von Interesse), X, = ~

|

X3 = — X3 ist sachlich nicht méglich; f *“(x) = 12.°7x2 - 30x* f “x2) <0 Xmax = r

w|

Crax =360+ [1 — X ] =66,1°. Maximales Fassungsvermogen beim Mittenwinkel a. = 66,1°.
r

5.75 a) Zielfunktion: O = 2a* + 4a-h, Minimumaufgabe —"_"""'}
h

a

Nebenbedingung: V=a2h=1dm® = h=1/a%
O(a) = 2a% + 4/a; O‘(a) =4a-4/a>=0 = a=1dm; O*“(a) =4 + 8/a°;
0¢“(1) > 0 = Grundkante api, = 10 cm; H6he hyin = amin; d.h. die Dose a
hat die Form eines Wiirfels

b) Zielfunktion: A = a” + 4a-h, Minimumaufgabe; Nebenbedingung: V = a>h =1 dm®> = h=1/a%
O(a) =2’ +4/a; O(a) =2a—4/a> =0 = a= Y2 =1,26 dm; O*(a) =2 + 8/2°;
0“(¥2)>0 = Grundkante amn = /2= 1,26 dm; Hohe h,,, =3/1/4 =0,63 dm

¢) Zielfunktion: O =2 »+2-mrh, Minimumaufgabe

Nebenbedingung: V=nr*h=1dm> = h=

B
1tr2

o) =2n P+ 2/ Usw., Ipio = ‘/ET— =0,54 dm; hpin = 2rmin = 1,08 dm
n
d) Zielfunktion: O=n*+2nrh=nr -(r+2h), Minimumaufgabe;
Nebenbedingung: V== ?h=1dm’ usw. Tmin = #: = 0,68 dm; hmin = Imin

5.76 Mitt> 0 ist auch £ minimal; t* = — LI ‘,‘b ist minimal, wenn sin20. maximal ist. Der
g-sina-cosa  g-sin2a
Maximalwert eines Sinus ist 1; sin2a =1=20=90° also a=45°.

Losung iiber Ableitung: f(a) = fa) = _2e0s2e 0, cos2a =0 = o =45° usw.

sin2 20

5.77 a) Zielfunktion: U = x + 2y, Minimumaufgabe
Nebenbedingung: A=xy=1 =y =%; u(x) = x +% ;
wx)=1-2/%=0 = x=+2; v x) =45 u“(¥2)>0 =
Xmin = V2 m ~1,41 m, ynin= -;-\/5 m=~0,71m

, 2
b) Zielfunktion: u=2a= 2- (%) +h?, Minimumaufgabe

Nebenbedingung: A = XT 1. h=

u(x) = 2-1/ ( J (Z) ; Vereinfachung der Zielfunktion zu
X
1

2 2
f(x) = (5) +(3) =—.x2+4.x72 USW., Xmin=2 M; hpir=1m.
2 X 4
Seitea= V1+1=42~ 141 m

EREN)
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¢) Zielfunktion: u=x+2y+ % --X , Minimumaufgabe

Nebenbedingung: A=x~y+§ x}=1=> y‘“%"‘?
u(x)=x+ 3—E~x+l~1t-x=3+x'(l+—) usw. y
x 4 2 T 4
2 1 = X
xmin=2"/m ~1,06 m; y i =;-§~x~0,53m
. g x?
5.78 x=vptcosa = t= ; Einsetzen:y = x-tanoa—>-———— =x(...)=0; (...)=>
Vo cosa 2 v§-cos’a

2
= Vzo -sin2a = Wurfweite w(a) als Zielfunktion; Vereinfachung der Zielfunktion: f(c) = sin2a.;
f’(a) =2-cos200 =0 = a =45° (weitere Lisungen nicht von Interesse); f *’(a) = —4-sin2a;
f°(45°) <0 = Oimax = 45°
sin@
r
ausgedriickt werden. Nebenbedingungen geben den Zusammenhang von sing bzw. r mit h an:

5.79 Zielfunktion: E=L- , Maximumaufgabe. Die Zielfunktion kann als Funktion der Hohe h

h
2
#=b+50° bzw. sinp= D= B py-p YRSy b
r Jh2sa? h?+50 (b2 +502 )"
, 2:(1250-h*) 6h-(h*-3750)
E'(h)=L-25="—" =0 = h= 41250 ~35em. E"(h)=L-——— >-7;
B =Lz esoy ®=L 2 50y

E*“(35) =-0,00000016 <0 = hmax ~ 35 cm.. Die Lampe sollte also in einer Héhe von etwa 35 cm

aufgehingt werden. Fiihrt man die Rechnung ohne festen Wert fiir a, so erhilt man hya = % .

5.80 Zielfunktion: E = M % ; Minimumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion:
X —-X
1 2 , 2 4 @0-xP _ -
fX)=—+—"—; f'(X)=—T+ —%/_=>x———8,85m;
) x> (20-x)* ) x? (2o-x)3 x’ 1+32
6 12
f'x)=—+ ; £7(8,85)>0 = Xmin=8,85m
( ) x4 (20—){)4 ( ) min
-h tan a—tanp h-x
581 tana=2, tanp=2""; tang =tan(a—B)= = ; el
B= ¢= ( ) l+tano-tanB  x2+a-(a—h) T
@ ist (ﬁu’ 0<op< n/2) maximal, wenn tanp maximal ist. - ,,qf)’
‘ o _— — 2 h r’ ,/
Vereinfachte Zielfunktion: f(x) = ——; f'(x) = Gl S 0 < “\ <
2+a: (a h) [x2+a-(a—h)]z

2 | p—
= x=1a-(a—h) ~ 149 cm; f"(x)=2x~_"—M;f“(149)<0=>x.,.,xz149cm
[

x2+a-(a—h)
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5.82

5.83

5.84

5.85

5.86

5.87

a+b tan a—tan a-x i )
TTx X =tanlo.-p)= = ; <<
tana ===, tanp=—; tang = an(a—B) I+ tanctanp x2+b~(a+b)’¢lSt (fir 0 < <m/2)
maximal, wenn tang maximal ist. Vereinfachte Zielfunktion: f(x) = ———— X ;
X +b-(a+b)

f’(x) =M— 0= x= ,a (a +b 1 9 m; fﬂ(x) 2% - —-3b- (a+b)

[x2 +b-(a+b)]2 [x +b- (a+b)]3
£(1,9) <0 = Xmax ~ 1,9 m

tist die Zeit des Laufers von A nach B; Zielfunktion:
= % [«/202 +x% + \/ 30% +(100 - x)? ], Minimumaufgabe;

vereinfachte Zielfunktion: f(x) = v20% + x* +4/30% + (100-x)? ; X P 100x
100-x g X __ (00-x)?

‘[x 4400 Vx?-200x+10900  X2+400  x?-200x+10900

400 900 .
2 s

(x> +400)"*  (x2 —200x+10900)"*

£4(40) > 0 = Xmin =40 m.  tan(90°—cx) = 20/Xmax = 0,5 = & = 63,5%

tan(90°—B) = 30/(100—xmax) = 0,5 = B = 63,5°. a. = B bedeutet das Reflexionsgesetz.

f'(x)=

, x>+ 160x —8000 = 0

= x; = 40; x, =200 sachlich nicht méglich; f"(x) =

t ist die Zeit des Laufers von A nach B; Zielfunktion: t=— «/ 40% +x? +— \/302 +(60-x)%;

Minimumaufgabe; t ‘(x) = X - 60-x =0; da sino= x/ V40%+x? und
V402 +x2  cyny[302 +(60-x)>

sinf = (60— x)/ ,/302 +(60-x)2 folgt daraus das Brechungsgesetz sina/sinf = cy/c;.

Der Winkel a, fiir den L = x + y = a/cosa. + a/sina kilrzestmaéglich ist, bestimmt die Linge jenes
langsten Balkens, der gerade noch um die Ecke gebracht werden kann.

sin® a—cos’ a

2 2

Zielfunktion: L(at) = a/cosa + a/sinai; Minimumaufgabe. L'(a) =a-—
sSin” a-Cos™ a

=0

sino— cos’a =0, tan’a. = 1, tanoc = 1 = o =45°.

Statt die zweite Ableitung zu bilden und damit o = 45° als Extremalstelle zu bestétigen, kann man
auch mit dem Vorzeichenwechsel von L*(c) bei o = 45° argumentieren: Fiir 0 < o < 90° ist

sina < coso, wenn o < 45°, und sina. > cosa, wenn a > 45°, Daher ist um o = 45° der Zihler von
L‘(a) und wegen des Quadrates im Nenner auch L*(c) selbst fiir o < 45° negativ, fiir o > 45°
positiv. L(a) fillt daher bis a. = 45°, danach steigt die Funktion. Dies bedeutet aber gerade ein
lokales Minimum von L(ct) an der Stelle o = 45°.

Somit: omin = 45° und damit ist die maximale Balkenléinge a/cos45° + a/sind5° = 2a- «/—2_
Entfernung nach t Stunden: Zielfunktion e = yx* +y? mit

x =1,2-60-tund y = 0,9 — 80-t, Mininumaufgabe.

Vereinfachte Zielfunktion f(t) = e* = (1,2 — 60-t) + (0,9 — 80-t)%;
f(t)=20000t—-288=0 =t=0,0144 h; f (t) =20000;
£(0,0144) > 0 = tin=0,0144 h~ 52 s; emin =420 m

Zielfunktion T(v) = l+———+—-1+—+— Minimumaufgabe; T(v)-—-——i=0 =
18 v 36 v v2

= 1342 m/s; T(v) = 10/v3, T*“(13,42) >0 = Vmin= 13,42 m/s ~48 km/h
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5.88 Waagrechter Wurf eines Fliissigkeitsteilchens, das zur Zeit t = 0 durch

5.89

5.90

5.91

5.92

das Loch austritt: x = vty =H—h - g:t/2 =H - h - gx/(2v?);
y=0 = Spritzweite w = v- ,/2(H -h)/g als Zielfunktion; v
w=py2gh - \2(H-h)/g = 2p/H-h)-h; _—
Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(h) = (H — h)-h. ]
fi)=H-2h=0=h=H2; Ll

£eth)=—2; £ “0/2) <0 = hmax = H2 Lw ] x

y ist maximal, wenn der Nenner minimal ist; vereinfachte Zielfunktion:

fl@) = (@o? - ©2)? + 48%w? , Minimumaufgabe; f (®) = 40-(2-8% — wp> + ©0?) = 0
Produkt-Null-Satz = « = 0 (nicht von Interesse) sowie ©® = mg -25%;

(o) = 1207 + 8-8% — 4-a¢7; £( ,/mg —28? ) = 8-(wq’® — 26%) > 0 (aus sachlichen Griinden) =
®min = W macht den Nenner minimal und dadurch § maximal

Sind p die Grabungskosten je Meter lings der Stral3e, so betragen die Grabungskosten als
Zielfunktion K(x) = p-x + 2p- /(2000 — x)? + 5007 ; vereinfachte Zielfunktion:

fx)=x+2- «/ (2000 - x)* + 5007 , Minimumaufgabe; K'(x)=1- 2(2000-%)
Vx? -4000x+4250000

5 K(1711)=0,0026 > 0 = Xmin = 1711 m

=0

500000
(x2-4000x+4250000

a) Zielfunktion: Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 0,00003x> — 0,046x + 24, Minimumaufgabe;
GK’(x) =K*“(x) = 0,00006x — 0,046 = 0 = x = 766,7;
GK*“(x) = 0,00006; GK(766,7) > 0 = xmin = 767 Stiick. Bei 767 Stiick sind die Grenzkosten
am geringsten.

b) p=15; Erlés E(x) = 15-x;
Zielfunktion: Gewinn G(x) = E(x) — K(x) =-0,00001 x> +0,023 x?- 9x — 3300, Max.aufgabe;

x=1711; K"(x)=

G’(x) =—0,00003x + 0,046x -9 =0 = 30000 o
x1=230,2 sowie x, =1303,1; y ‘ //
G*(x) =-0,00006x + 0,046; 20000 s
G*“(230,2) = 0,032> 0 = Xmin = 230,2 (nicht von Kos«nM Erlps E0)
Interesse); G*“(1303,1)=-10,032<0= 10000 / o
Xmax = 1303,1; G(1303,1) = 1900. ! Gewinn G(x)
Bei ca. 1303 Stiick ist der Gewinn mit 1900 € am grofiten. o\_ju/ 1doo 1§oox\2
a) Zielfunktion Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 0,3x* - 5x + 25; Minimumaufgabe;
GK’(x) =0,6x — 5=0 = x=8,33; GK“(x) =0,6; GK*‘( 8,33)> 0 = Xmin = 8,33.
Bei ca. 8 Stiick sind die Grenzkosten am geringsten.
b)x=30-1,25p = p=24-0,8-x; Erl6s E(x) =p-x =24x - 08x
Zielfunktion: Gewmn G(x) =E(x)}- K(x) = ;
=-0,1- x3+127 x°~x— 10, Maximumaufgabe; 120 Efiés E(")//jA
G’(x) =-03x"+34x-1=0=>
=0,3 sowie xp = 11,0; G*“(x) = -0,6x + 3,4 100 — - A e Koo K0
G“(O 3) > 0 = Xmin = 0,3 (nicht von Interesse); 50 - Gewinn G(x)
G*“(11,0) <0 = xmax=11; G(11,0)=51,6. : ‘ \\
Bei 11 Stiick ist der Gewinn mit 51,6 Geldeinheiten oder — 5 10 s\, 20
5160 € am groften. 7% A SO SN S W
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.93

5.94

5.95

5.96

5.97

5.98

5.99

a) Zielfunktion Grenzkosten GK(x) = K’(x) = 3x* — 28x + 90, Minimumaufgabe;
GK’(x)=6x-28=0=>x=4,7; GK*“(x)=6; GK*‘(4,7)=6>0 = Xmin=4,7~5.
Bei 5 Stiick sind die Grenzkosten am geringsten

b) Zielfunktion Erlos E(x) = p-x = 155x — 9x%;, Maximumaufgabe; E’(x) = 155 - 18x => x =8,6 ;

E“(x)=-18; E*“(8,6) <0 = Xmax=8,6~9. V7og 7

Bei 9 Stiick ist der Erls am groften. 5001 ESs ECO '-7&\
Zielfunktion Gewinn 500 71 /1T N
G(x) = E(x) - K(x) = —x* + 5x* + 65x — 145; 400 // A
G'(x)=-3x*+10x +65=0 = 300 1— =7

X) = 6,6; X2 = 3,3 sachlich nicht méglich; fgg 7T 37T TN Gewinh 609
G“(x) =—6x +10; G*“(6,6) <0 = Xmax=6,6~7.

Bei 7 Stiick ist der Gewinn am groften. qoolls B P B W 12,14

px)=k-x +d; 10=4000-k +d; 15=3000k +d = k=-0,005und d=30; p(x)=30-0,005-x;
Zielfunktion Erlés E(x) = p(x)'x = 30x — 0,005x%; Maximumaufgabe;

E’(x)=30-0,01x=0 = x=3000; E‘“(x)=-0,01; E‘*“(3000) =—0,01 <0 = Xmax = 3000.

Bei 3000 Stiick ist der Erlos am groBten.

Zielfunktion: W = %-b -h?, Maximumaufgabe. Nebenbedingung: h? = d2 — b,
Wb)= W= %~b -(d? = b?); vereinfachte Zielfunktion: f(h) = b-(d? — b%); (
f'(b)=d>-3b=0=>b=d/\3; " (b) =—6b;
£7(d/V3) <0 = buex= d/v3; hpax = d-v/2/4/3 ; somit: bnax : hnax=1: V2

Zielfunktion P = p-A-(1—cosa)-w-(w-u)-u, Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion:
flu)=(w-u)u; f‘W=w-2u=0 = u=w/2; f“u)=-2;f“W2)=-2<0=> upx=w?2

a) Zielfunktion M(x) = %(L - x)- x , Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(x) = (L-x)-x;
f{x)=L-2x = x=L/2; f“x)=-2;f“(L)=-2<0> Xmax=L/2; Mnmax=qLY8
b) Zielfunktion M(x) = = (L ——) Maximumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion:

fx) =x-(L-x*/L); f*x)=L-3x/L=0=>x=L/3;f“x)=-6x/L; f*“(L/¥3)<0=>
Xmx = L/\3 2 0,58:L; My, = q‘/_

Gewicht des Trigers: Fg =200-x; Fx= (200-x)- X +0,5-3000 =

Zielfunktion F = % - (200x 2405 3000) 100x + @ Minimumaufgabe;

F(x) = 100 — 1500/x> = 0 = x = /15 ; F**(x) = 30/x’; F*“(15) > 0 = Xmin = V15 ~3,9m

Fx=F-cosa ; Fy=F:sina; Fg=m-g; Fx=—Fg=-p.(Fy—Fg); F-cos o =- p-(F-sina —m-g) =
Zielfunktion F= — ™8 . ; Minimumaufgabe; vereinfachte Zielfunktion: f(ot) = —l— ;
cosa+usina cosa+psina

—(-sina+p-cosa)

f'(a)= =0, —sina + p-cosa = 0, sina = p-cosa , tana =pu =0,3 = a=16,7°.

(cosa+p-sin a)2
Um sich die Ermittlung von f ‘() zu ersparen, kann man wie folgt argumentieren: Der Zihler von
f ‘() éndert sein Vorzeichen fiir a = 16,7° von — auf + und dies macht wegen des Quadrates
(positiv!) im Nenner auch f ‘(o). Daher fillt die Funktion f(ct) bis o = 16,7° und steigt danach.
Daher befindet sich bei oo = 16,7°¢in lokales Minimum der Zielfunktion: oumin = 16,7°.
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5 Anwendungen der Differentialrechnung

5.100 a) Zielfunktion: /(@) = U/[R? + (oL-1/(«C))*], Maximumaufgabe;
Vereinfachung der Zielfunktion durch Verwenden ihres Kehrwertes: / ist am gréfiten, wenn der
Kehrwert, also der Nenner, f(®) = R? + (oL-1/(0C))?, am kleinsten ist; damit liegt nun eine

.. . : 2 1 1
Minimumaufgabe vor. f'(®)=2-L* 0-=—=0 = @0=——,
fg (0) o e

1 . .
" 2L2+—— f(1/JLC)>0 = Firr o, =——= ist der N f(0) am kleinsten
(@) = o (1/4LC) Opmin Tic ist der Nenner f(®) i
und damit {(w) am grﬁBten

2
b) Der Nenner ist bei gegebenem R, L und C am kleinsten, wenn (mL —é) gleich null ist.

N 1 1
Dies ist der Fall, wenn oL =— oder 0 =—.
oC JLC

P
250+P+6-1073.p2
o'(P) = 250+P+6:107°-P2—P-(1+12107°-P) _  250-6:107°-P?

(250+P+6-107°-P%)? (250+P+6-1075.p2)?
P; =2041,2 (die negative L&sung ist sachlich ohne Interesse); Nachweis, dass bei P, ein Maximum
unter Vermeidung der zweiten Ableitung: ¢‘(P) wechselt bei P; = 2041,2 das Vorzeichen; fiir
P <2041,2 ist 250 — 6:10~°-P? und damit auch ¢*(P) > 0, fiir P > 2041,2 ist 250 — 6:10~°-P? und
damit auch @‘(P) < 0; d.h. @(P) steigt bis P, und fillt dann; also liegt dort ein lokales Maximum:
Prax =2041,2 W= 2041 W.

5.102 Zielfunktion: A =y? + 4x-y; Maximumaufgabe;
Nebenbedingung: 2 =(x +y/2)’ +(y/2)*, X +xy +y2-1* = x= —y/2+1/r2 -y*/4 (die
Losung x =—y/2- ,[rz -y? / 4 wiirde bedeuten, dass x nicht positiv ist).

8r2 —4y? -2y-\/4r2 —y? 0

A(y)=y2+4y~(—Y/2+Jr2—y2/4)=2y-J4r’—y’—yz; A'= =0,
«/4r2—y2

8r2 —4y? 2y Jar—y? = 0; (42 — 2y = Y (4P —y?); Sy — 2027 + 161* = 0;

Substitution u=y? : 5u? 20-2u+ 16r* =0 = u; =1,1056-% ; u; = 2,894-r%; y*=1,1056 =
y1=1,051-r (die negative Losung ist sachlich nicht méglich); y* = 2,894 = y, =1,701.r (die
negative Losung ist sachlich nicht méglich);

X1=—y, /2441 —y?/4 =03251; x3= —y,/2+4r? —y2/4 =—0,325r (sachlich nicht

moglich); daher kommen nur y; und x, als Maximumstellen in Frage. Das dies der Fall ist, erkennt
man unter Vermeidung der Bildung der zweiten Ableitung daran, dass A‘(y) > 0 fiir y <y, sowie
A“(Y) <O fiiry> ¥1: Xmax = 0,325} Ymax = 1,051:r . Amax = 1% + 4% 1 = 2,472-7%; Ageeis = 15
Amax/Axreis = 0,787 = 78,7%.

5.101 Zielfunktion: ¢(P)= (Einheiten weggelassen), Maximumaufgabe.

0, 250-6-10°-P*=0 =

5.103 Zielfunktion: P(R) = U(Z, (L)z , Maximumaufgabe. Vereinfachte Zielfunktion
R;
R Rj- 2R-4R
f(R)=— f'(R)= =0 =>R=R;; f"(R)= ; (R )-—— <0 =
(R+R; ) (R"’ |)3 R+ |)4 8R}

Rpmax = Ri: maximale Leistungsaufnahme, wenn der Verbraucherwiderstand R gleich dem
Innenwiderstand der Spannungsquelle ist.
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6 - Integralrechnung

6.1 a)f(x)=0,5x+2; Ax=(2-0)/4=0,5;

U, = Ax-[f(0) + £(0,5) + f(1) + £(1,5)] = 0,5-[2 + 2,25 + 2,5 + 2,75] = 4,75
04 = Ax-[f(0,5) + (1) + £(1,5) + f(2)] = 0,5-[2,25 + 2,5 + 2,75 + 3] = 5,25

b) f(x) =-2x +15; Ax = (5-2)/6 =0,5.
Die Funktion ist im Integrationsintervall nicht negativ sowie monoton fallend, daher sind fiir die
Untersumme die rechten Réinder, fiir die Obersumme die linken Rinder der Teilintervalle zu
nehmen.
Us = Ax-[f(2,5) + f(3) +... +£(5)] =0,5[10+9+8+7+6+5]=225
O¢ = Ax-[f(2) + f(2,5) + ... + f(4,5)] = 0,5:[11 + 10 + 9+ 8 + 7+ 6] =25,5

¢) f(x) = x%; Ax = (0 — (-3))/5 = 0,6; im Integrationsintervall nicht negativ sowie monoton fallend;
Us = Ax-[f(-2,4) + f(-1,8) +... +f(0)] =0,6:[5,76 + 3,24 + 1,44 + 0,36 + 0] = 6,48
05 = Ax-[f(-3) + f(-2,4) + ... f(-0,6)] = 11,88

d) f(x) = x> Ax=(2-0)/4=0,5; Us=0,5-(0+ 0,125 + 1 +3,375) =2,25; O4 =625

6.2 / y A
. SN 6 y
N 4
/[ A 2 -
73 E g
RN I -1
3 2 1 0%x
Zu a) zu b) Zuc) zu d)

Integration durch elementare Bestimmung von orientierten Flicheninhalten (Dreiecken,
Rechtecken, ... ).

3 153 2,55 b 2 32
a) |2x-Ddx=-—+2Z—=4 b) j(——-x+4)dx=3-4+— =15
_-{ 2 2 A3 2
3a 1(5 7 ¥ 2 1(5 14
c) !(E‘x—l)dx——z"(5+3)‘l—§ d) !(—g-x—l)dx——i-(3+3)-2——?
63 Oy, by A
a— /2,4 |
Y T - ':rz‘ﬁ?—a*j'x
‘ L]y N :
2101 2 3 ~J
X 8 NS
3 0 3 4 1 4
[f(x)dx = [f(x)dx+ [f(x)dx = [f0) dx = [£(x) dx+ [£(x) dx =
-2 -2 0 -1 -1 1

1 1 1 31
—(1+2)-2+3-4=15 =_. . }.3=-21
2 (1+2) 2 (1+3)-2 3 (5+8)-3 5



6 Integralrechnung

6.4

6.5

6.6

6.7

a) Ax =2/n; X9 = 0; x; = 1-AX; X = 2-AX; X3 = 3-AX; ... ; Xp1 = AX = (n—1)-Ax;
Un = Ax-[f(x0) + f(x1) + ... + fxn-1)] = 2/0:[2-0? + 2:(1-Ax) + 2:(2-Ax)? +2-((n—1)-Ax)*] =

= 2/R[2-(1-2/0) + 2:(2:2/n)? +2-((a-1)-2/n)] = 5 222+ r@-n?)=

(siehe Lehrbuch Seite 194) =

16 _(@-Dn-@2n-1) _ 8:(20°-3n%+n) _8 ( 3 1)
- =—2-=4—:
6 3-n3 3 n 2
1) 16
IZX dx—3 llm(2—-+;2—)=—3—

n—>co! n

b) Ax=— v, =—[(1+02) (l+lz-%)+(1+22-fa—)+-~+(l+(n—l)2'%)]=
)2

.2n’ —3n2+n)_ 2~(7n3-6n2+2n).

’

=3-[n+i(1 +22 4t (n-1)?
n n

]
=8|N
/qs
NI

3 3-n3

6 2) 14
j(1+x)c|x——n (7—;+;_2.J=_

0 Ax=£;U,,=3-[(0+02)+(1-3+12 4) (2 2,02 )+ +((n-l) 212 4)]:
n n n n n

=3~[§«(1+2+...+(n—1))+ ( +224..4(n-1) )]_E.(2 n-(n-1) 4 2n°-3n +n):

n n {n 2
o (12 4., 3, 1), 7 Nax = timl2.(1-L)+4.(2-3, 1 )-,,8_14
_2(1 ;)+§ (2 n+n2)’ g(x+x )dx-!n_:g(z (1 n)+3 (2 n+n2)]-2+3-3
d ax=2;0,=2.2 [P+ 424r - 1)’]_16—-(“—11L_4~(1-3+l2);
n n 4 n n

jx dx=4- 11m(1-—+L) 4

n—»o

Die Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch eine Konstante; daher ist die Anzeige

zutreffend. a) x _ b +1 b) sin’x = -l.c082x + 1
x-1 x-1 2 2

X4 x6 xz

aXsc piic 9 X+cC dx+C  ¢C

5

Hinfx[+C g -~+C h) -—+C DE+Cc ) mx+C
X 2x 5
4

8 fxlax=2x7 +c=2 Ak rc=2x Ak +C b) fx ¥ dx=2Vx +C

5
0 [xVdx=2/x+C d) Ix3/2dx=%~x2 +c=§-Jx_5+c=§~x2.&+c
7
€) Ix3/4dx=—;1-x“ +C=;-4/x—7+C=;~x-Q/x_3+C
f) Ix”’dx:%-xsﬂ+C=-:5‘-~§/;(?+C=%-x-§/x_2+c g) Ix'mdx=3-1/)_(-+c
b fx¥oax=S-x¥0 4 C= 24 +C
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6 Integralrechnung

6.8

6.9

6.10

2)(

a)—cosx+C b)sinx +C c)e*+C d) l——2+C

X X X
o WOF | 1/3 RPN S

m(1/3) “hi-lm3 ' —m3 3*In3
(1/4)* __4
f) [(1/4) dx = n/4)" —+C
g)tanx +C h)-cotx+C i) arctanx + C j)arsinhx+C
2 x3 33 x3

a) F(x)= [x dx=T+C;F(3)=T+C=10 = C=1; F(x)=T+l

b) F(x)=jx%dx=-#+c; F(1)=-#+c=2 = c=%; F(x) =

c) F(x)=j%dx=2-«/;+c; F(4)=5=4+C = C=1; F(x)=2-Vx+1

d) F(x)= [e*dx=e*+C; F(0)=3=1+C = C=2; F(x)=€"+2

€) F(x)=_[d—:=lnx+C; Fe)=4=1+C = C=3; F(x)=In|x|+3

1 1
—5-—
2 ( xz)

t)F(x)=jz"dx=li—2+c; F(1)=3=Tnz—2-+C = C=0,1147; F(x)=14427-2% +0,1146

g) F(x)=jsinxdx=—cosx+C; F(r)=2=14+C = C=1; F(x)=-cosx+1
h) F(x)= jshﬂl xdx =coshx+C; F(-1)= 2=1,5431+C = C=0,4569;

F(x) = cosh x + 0,4569

3

10
y. \

'3
b

4

N @ B g d

zue)

th

Byl

zu h)
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6 Integralrechnung

2 2 27?
=IxB=p2-1]= g =X L1 4|23
6.10 ¢) ljldx =[xE=[2-1]=1 t)i[x dx [_2]1 > [4 1] 2
2 -1
® frdt =[nxf=[n2-0]=0603 B [ du=[iul]7, =[in-1|-1n}-2]=-1n2
1 -2
5 © 2 y 2 y 2
V4 1y,5 \ 15 1.5
31 wl
1_ 1 11
21 _—
i 0. 051 05
. ~ J *0 05 1 1.5t2 D05 1 1'5t2
005 1 15,2 G 4,5
zu i) zuj) zuk) zul)
i) i) 'jidt =—[1]I =-fi-2]=1 D) }Ldv =2} =2.p-1]=2
ost? tlos ! i

| 1 1
K Rra =[%-%/?‘_]os=%.[1-o,397]=o,452 ) IJ%dt =2.[Vt]ss =2-[1-0,707)=0,586
0,5 3 0,5

6.11 y.:' 10 L2
& Y y
5 / ° 3
4 / 6
NI/ 2
C4 4
& 2-
T2 0 T2 T x,“ 0 1 2 Z A 0,1
Zu a) zub) zuc) zud)
1 . 3 ) s
x =le* = 2 _ l= x =—_.J7* =—.|18=-21=
9 [ ax ex], e et =2,583 b 2= kx); L [8-2]=8656

9 I( ) ln(1/3) [(1)"]; '%'B_l]=o’6°7

g e Gl

15 15
Y4 Y4
g 7l NI 17

1 / o P TP 0 P 1 B
-05 -0.5
-1 -1

2 A 15 | -15 l
zue) zu g) zu h)

0 0 ®/2
e) fe™dx = -—[e"‘ ]_, =-fi-e]=1,718 f) Ismx dx =-feosx]}’? =-[0-1]=1
A

g 2fsint dt =-fcos]3* =-f1-1]=0 h) jsint dt =-fcos)?* =-fi-(-1]=-2
0 L]
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6 Integralrechnung

+5 15 3 3
Y
y Yy 25 /1y
05 2 9
A5 p Xt B 5 1 b 15
&5 -05 1 1
+ -1 I 05
e 8 0 0.
zu i) zuj) zuk) zul)

) “feostdt =[int]”% =[l-D]=2  j) Jeostdt =[sint]2* =[o-0]=0
0

-x/2
x/4 1 ®/2 d
k) [——dx =[tanx]j" =1 D [ —S—=-leot]33=1
0 COs”" X z/4SIN7 X
g g 45 15
A4 I 0
+ \ ° ! \
T 7 b x P e 0.51
2 2 - 0 1, 2 T 01 3. 4 01 X 3
zZum) zun) Zu 0) zu p)
1 1
m) [sinhxdx =[coshx ]} =0,543 n) feoshx dx =[sinhx]} =2,350
0 ]
3 2
1 3 1 2
dx =|tanhx|,=0,995 dx =-{cothx|;=0,276
?) (,[coshzx [ x] 2 ljsinhzx [co x]l

Y
1 |
u
0 05
zu d)

=0,55
o [ < L[l -0 d)°]s X _[aresinx]%* = 0,52
it 2 1] ’ s 1-x2 ¢
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6 Integralrechnung

6.13

6.14

6.15

6.16

< -
o

4

< =

- o

[ —

+ <&

0 1 5 01 4 B 43210
zue) zuf) ug) zuh)
e 4J'\/:’Lx=[ln|x+\/l+x |] =209 f I«/u_+ [In|u+w/u +1 |] =1,76

g zIJ: [ln\sw/s_-l] =0,44 h)Sj [h1|h+Jlﬁ_|] =-0,74

a)a- Ie"dx:a~e" +C

¢)5-fldx=5x+C

l. “’ =l. 3 =l. ." + i. =i. 1

d) 2 I xdx 3 vx° +C 3 x-4x+C e) 62 ICOSX dx 6 sinx+C
1 d —l. l. _u=_L . =E. 2

f) 2 2 ln|x|+C g) 3 2 3I.|+C h) In2 jxdx 2 x“+C

1 ¢ dx 1 1 (ds_ In[s|
k)g Isinzx T 2s cotx+C : 2.sin? x I s —2-sin2x+C
4
X
2) 2- [Pdx-4- [xdx+5- fldx = Z--2x7 +5x+C b)— fx dx—— _[ldx————+C

1 1 t
) 2-ln|x|—;+C d) E-I(Zt—l)dt=5-(t—l)+c €) I(l+;)dx=x+3~ln|x|+C
f) j(x3+x)dx—ﬁ+ﬁ+c )12—+2e2.t+c h) [0dx=C
T4 2 &3

)j [( 2 «/_)dx=4.«/2-2"&+c

b I(ZX+3) j(4x+12+ )dx--— (2x? +12x+9-In|x|)}+ C

c) j(l+«/§}(x+«/§)dx= j(2x+xV2+x3/’)dx=x +§.x-&+g-x2«/§+c

LR PYeNE Rt 28 o

a) 2u-j’ldx+j’xdx=2u-x+§+c b) 2- fudu+x- fldu=u?+x-u+C

) o frde= gy @ ax=(24s) [Lax=(+s) mp+C
u+2]‘ dt= u+: et +C f)li_a-(judu+2.Idu)=%.(“72+2u)+c

g jldt-ﬁ.ﬁdt:t—%+c h) Ildf-2t-1$dr=r—2t-arctanr+c
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6 Integralrechnung

617 3) [ dx+ fdx=tanx+xeC b) 6~Ico:2xdx+jdx=6-tanx+x+c

c) l-arcsinx+C d) l~a1'coshx+C
618 a) V2 [Vxdx= ZJ_\/_+C 2k
b)TjJ_dx «/_+c_‘/_ e rc=2

—a.aX _ aX+l
c)J_ IJ_ arsmhx+C d) e~je dx=e-e*"+C=e""+C
)J-cos X dx =Idx=x+C f) 2. Imdt 2. Icostdt 2-sint+C
COS X sint
g 2- Imdt 2. Ismtdt——Z -cost+C h) tanx+C i) —cott+C=——+C
cost tant

i) I°°s t—sin tdt—f( sin t]dt—j'(l —tan t)dt-j'ldt j'(1+tan2t—1)dt=
COS

cos? t
= ftdt— {1+ tan® t)dt + [idt=t—tant+t+C=2t—tant+C
k) Isin(t +1)dt= J'(sint-cosl-&-sinl-cost)dt =cosl- Isintdt +sinl- Icostdt =
=cosl-(—cost)+sinl-sint +C=—cos(t+1)+C
I) foos(t-1)dt= [(cost-cosl+sint-sinl)dt = cosl- [costdt +sinl- [sintdt=
=cosl-sint—sinl-cost =sin(t-1)+C

Vu / '$I y

5

6.19

W< s
—

(<

4
4

_‘J‘ 5 \ rs 2
2 hi 1
01 3 I 2 1 0 1,2 01 3
Zu a) zub) zZuc) zud)
2 4
8 [ex+ndx =[x +x];=6 b) j(4-2x)dx =[ax-x2]s =0
0
! x? -x3 2 7 x+1 2 1 2
o [[X+1|ax =X +x| =2 d) j dx:j(1+—}1><=[x+1n|x|]l =1,693
A 2 _6 L, 3 i X
7 ;
4 ' \
3 2 -1 0,1 -1&0 1 4.5
zu e) zug)
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6 Integralrechnung

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

-1 Py
o [2-e*ax =2.[e*}; =046 D [(+sintydt =[t+cost]] =n+2=5142
=2 0
x n
2 I(l—cost)dt =[t+sint]] =m~3,142 h) I(sinx+cosx)dx =[cosx —sinx]*, =
0 -,.
Dy = fex-Dax= [ By = [ +x)dx= [ °
2 & o
=x"-x+C; I T &
yhy=1’-1+C=2 | | =S+ +Cs ) /
= C=g§ 3 B 12 N
yx)=x"-x+2 2 4 7] y(l)=?+7+C =2 s =4 7)]
-1 0 1 2 X 3 = C=27/6’ -1 0 1 2 3
(x)=—+x—+l
y 326

2

a) s(t)= I("o -—g-t)dt:vo -t—-g‘%+C; s(0)=C=10;
2

Hohe zur Zeit t: s(t)=vo-t—g-%+10=30t-5t2+10

b) GroBte Flughthe spax, wenn v = g% =s’'t)=0: s’t)=30-10t=0 = t=3s5;

Smax = S(3) =55 m. Zeitpunkt des Aufireffens am Boden: s =0; 30t - 58+10=0 =
ti= 6,31s; (t2=-0,32 s kommt sachlich nicht in Frage)

a)u=1-3x; d—“=—3 = dx=——l--du;
dx

3 ____ 3 ___ u ___ 4
fa-3%’ax ju du=—2 4 ‘= L a-3%)*+C
5
b) u=3+2x; d——z = dx== du j(3+2x)“dx—— [utdu =3 —+c_—- (B+2x)° +C
cu=l-x; %=—1 = dx=-du; I«]l—x dx=—I«/Edu=—; u? =~§-(1—x)-«/1—x+C
du 1 1
d)yu=1-x; i dx=-du; Iﬁ =-Iﬁdu=-2.J1—x+C=—2-«/l—x+C

d 1 1
a) u=2+x; £=1 = dx=du; 2~Im-dx=2~I;du=2~ln|u|+C=2‘ln|2+x|+C

1

d 1 1 ¢l 1 1
b) u=2x-t; EE=2 = dx=-du; dx=5‘I;du=§‘ln|u|+C=E-ln|2x—t|+C

X 2 2x-t
d 1 1
Qu=2x-t; T=-1= dt=—du; Ir_tdt=-j;du=—1n|u|+C=—ln|2x—t|+C

d) u=a+2x; :—x_z = dx= —-du; 2a~jﬁ; dx=a-Ildu=a-ln|u|+C=a~ln|a+2x|+C

1
ayu=x-1; d— =1 = dx= du,4I dx=4-j—2du——4 —+C———1+C

(x— )2 X—
=-Llice- 1 ¢
2 u 2-(2x-a)

du
=2x- ;—=2:>d =—‘d ;
byu=2x-a ix x=2-du I(ZX_a)z Iz
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6.24

6.25

6.26

6.27

6.28

— =§-I%du=2~«/;+c=2~«/3+5x+c
\} +JX

d) u=4x-1; dx—— du; 2. [r— - =Z'IT -%-3%/ +c_—%/(4x “1)? +C
‘\J X— u
a)u=2x+3; LLYIP RN dx—— du; Iez"+3dx=~je“ durC=Lt.e29,c
dx 2

b) u=-x; d—“=—1 = dx=-du; Ie"‘dx=—je“ du=-e"+C=e*+C
dx

c) u=3+5x; ﬂ'-=.5 = dx—— du; 5- I

3 du_ “Lau: [ dx=[e™dx=L [e" du=l.e"+C=l e
c)u-3x,dx 3 = dx 3du, I(e)dx-fe dx—3 Ie du 3e +C—3e +C

d) Ies"dx = %~e3" nach c), ohne Integrationskonstante; u=-3x; = g—ll =-3 = dx= —%odu
X

Ie"" dx = -% . Ie“ du= —% -e73* ohne Integrationskonstante;

I(e”‘ - )dx =[e™ dx— [e dx = % . (e”‘ +e™ )+ C

a)u=2x; d—"=2 = dx=l~du;
dx 2

x+2
jz-‘l‘:)_x dx=200- [10%dx =100- [i0° du=12110" +C =200 107 +.C

—op. du_ L [oatat a1y, o tna | [a2t ta)
byu=2t; =2 = dt=2-du; [2a'(a'+D-Inadt=2-Ina-(fa dt+ fa' at)

- ! a' _ a2t t
2-lna- ( Ia du+ja dt) 2-lna- (21na+ﬁ]+c—a +2-a +C

c) IIH_"_X dx = j(e" +1)dx =e* +x+C

d) u=3t; =3 dt—-— du; js1n(3t)dt —-Isinudu=—%-cosu+C=—%-cos3t+C
= —_ =-~d M - =_. =_l. =_l. _
a)u=2t-1 = dt 5 dus Ism(2t 1) dt 5 Ismudu 5 cosu+C 5 cos(2t-1)+C
1 1 1 1
b) u=10t+¢ = dt=—-du; =—. = —.si =—.§f
) u [ 10 u Icos(lOt-Hp) dt 0 Icosu du m sinu+C m sin(10t+¢@)+C
Ju=ot+o = dt=l-du; l-jsinudu=—1~cosu+C=—l~cos(o|)t+(p)+C
@ ® ® ®
sy, du _1 .
d) j(l-cos2t)dt=jdt—jcosztdt,u-zt, =2 = dt=du;
Idt—l-jcosudu=t—%'sinu+C=t—%~sin(2t)+C

1

) u=2x+4 = dx—— du; 2- j o du=tanu+C=tan(2x +4)+C

COS u

. (sinhu-Ldu=1. =L
b) u=2t = dt—E'du, Ismhu 2du-2'coshu+C—2 cosh(2t)+C

cu=3t > dt=%-du; Icoshu'ldu=l'sinhu+C=l«sinh(3t)+C

1, 11
d) u=2x = dx=_-du; jl > 2du_5 arctanu+C—— -arctan (2x)+C
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6 Integralrechnung

3

r 1 .t 1 _f 1 . . 2 _ 3 .
6.29 a) "3+2X2dx_" r 2x dX—J 2 dx; u=x ; = dx= -5~du,
3= 3. l+{x'J§J
3

'[3 [1-+u |J_ \/_ '[1+u du= 6 mmﬂu+C-7l_g-mm(x.\/§)+c

b) I_l—4x2 =3. I_(z 7 dx; u=2x = dx—— du;

1 1 3 1+u 3 l+2x
3-Im-§du-z-lnll - c_Z 1:.!1 - —~(ln|2x+l|—ln|2x—1|)+C
3 [ 1
—~ _dx=3- dx; 3 = dx=,3/8.d
c) '[3—8 3 "3(1 8x2/3) ( )z u=x-./8/3 = dx=,3/8-du
J_ \/;_. Leu| ‘Fl l+xJ_
l —u? 8 2 -xJ_
_J:li lnl“‘/— 3 C=_ ¥ | |3+206x |, o6 | |2V6x+3]
ZJ" 1-x-J8/3 3 32J_x 8 |2V6x-3
1 1
d) dX = |———=dx; u=3x = dx=—-du, u =—arcsin3x+C
IJ 1-9x? \[1 (3x) 3 I Vi-u 3
1
630 a) [ dx = = dx; u=x-,/8/3 = dx=,/3/8 du;
e e e
(du—— arcsm(x \/E) C=£-arcsin(2—x-«/g)+c
3 4 3
1
b)f dx; u=2x = dx=--du;
"Jl+4 J1+(2x)2 2

IJ._ ~ln(u+m)+c=l-ln(2x+w/1+4x2)+C

9 [ = ! dx; u=x-y5/2 = dx=42/5-du;
y2+5x 7 &

glar i e

Jﬁu_ \fdu— n{usTu? ) +C, = —h{x \fJ'\/TJ*C'

’ 2
- Mw, = g-ln(x-\/g+«/2+5x2)+c mitC=C1—3/5—g-ln~/§

| S

E
? Jw/s:(lz-z = Jr\/z.lsxl’/z-l]dﬁ JrJZ-[(x-w/lgE)z—l] i w2 = dn =Bl o
%J‘ \/: T |u+«/u_—l+C,-— ‘Infx- \/‘ﬂ’&-l +C, =
- 1\‘ ‘/_ +c,-— ln| A5 +5x7 - |+c mit C = c.-— V2
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6.31

6.32

6.33

6.34

.2 _1 _1 | _1 .
a) jsm xdx—-z—'j[l—cos(Zx)]dx-E-[Idx—Icos(Zx)dx], u=2x = dx—E-du,
1 1 1 1 . 1 .
E-[x—Icosu-i-du]-;[x—5~s1n(2x)]+C—E-[x—smx«oosx]+C
b)u=5t+1 = dt=lodu; Isinzu-ldu=i~.[1—cos2u)du=L~[u—sinu~cosu]+C, =
=— [(5t+1) —sin(5t+1)- cos(5t+l)]+C, ————— s1n(5t+1) cos(5t+1)+C, C=C;+1/10
c) Icos xdx=5~I(1+cos(2x))dx=5-“dx+Icos2xdx]; u=2x=>dx=5~du;
l-l:x+J.cosu'ldu]:l-[x+l-sinu]+c=l-[x+sinx-cosx]+C
2 2 2 2
du=10t+3 = dt=Ldu*J.ooszu —du—— I(l+cos2u)du=— [u+sinu-cosu]+C, =

=30 [101+3+sm(10t+3) cos(10t+3)]+C, +— sin (10t +3)-cos (10t +3)+C
mltC C;+3/20

B u=x/3-3 = dx=3du; [u?-3du=[u}" =[x/3-3p] =237
1 1 1 w1 1
b)u=5+dx = dx=7du; .Iu:‘ -z-du=ig~[u“l“ =E~[(5+4x)4]_2,5 =37
27! Lsung hier leicht auch
9u=2+¥ = dx=da; ju adu=2-[u2} =2 [(2 ;‘) ] 07925 e e
0
T3 4} 4]
d) u=x/4+5 = dx =4du; 2- ju adu=2-Ju*]" =2-[(/a+ 5] = 365,63
Q) u=2+x = dx=du; Iu‘ﬂdu—— [4/31,‘ %~[(2+x)“/3 ;=6,29

b) u=3-x = dx=-du; 2- j;~(-du)=-2.1n|u|jjj =-2-1n3-x| =139

4
¢) u=10+x = dx=du; 3.J'L2du=—3-[ﬂ =—3-[ ! ] =0,288
u

10+x | _,

d) u=3-4x; =>dx=—— du; j’ '/2( )du-—— [Vl =—— V3-ax|;” =0,205

du=dx-2= dx=tau [ Taua Ll L] 2300 55021

bu=2x-2 = dx=2du; j3 N reRl I BELA i MR IR

- =Lau; fsinu-Ldu=L.[-cosu} =-1. 4_
c)u=2x = dx-zdu, Jsmu 2du—2 [cosu} = 2 [cos(2x)]0—0,573

d) u=t/2; dt=2du; ‘I(sinu +cosu)-2du =2-[-cosu+sinu] =2-[-cos(t/2)+sin(t/2)]; = 4
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6 Integralrechnung

6.35 a) Schreibt man f X dx = L { dx, so entsteht ein Integral, bei dem der Zihler die

x2+1 2 Ix?

x°+1
Ableitung des Nenners ist. Daher u = X+ 1; Ex—=2x = dx= Xdu.
ELg =%-Ildu=l-[ln|u|]=l-ln|x2+1|+C=l-ln(x2+1)+C=ln«/x2+l+C

u 2x

dx , Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;

R

1
+1 d __d N . —_ ___._=...—+
u=Xx =2x = dx u; Ix I (2 D C

) Ix Al+x? dx=—- IZx A1+x2 dx, Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;
u=l+x 8 =2 = dx=oLdu; fxduodu=2e [fudu=tu¥ =1+ +c

d) X dx=- dx , Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;
IF e

g2 QU - X et gu3. 02023,
u=1+x"; ™ 2x = dx= du > j%du 4u +C 4(1+x)z/+C

th 2x
6.36 a) Typ: Der Zihler ist die Ableltung des Nenners;
du e 1 1

u=1l+e*; i =e* = dx ——d ;2 IToe—xdu=-2o I;'du =2-ln|u|+C=2-ln(1+e")+C
b) Typ: Zusammengesetzte F unktlon mal innere Ableittmg,

u=x2; d—-2 = dx——du, Ix e" —du—— Ie“du — =l~

dx 2 2

c) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;

1. Lés.variante: u=sint; dt= Ldu; Iu-cost'Ldu = j'udu = lu2 +C, = lsin2 t+C;;

cost cost 2 2
2. Losungsvariante: u = cos t;

du . 1 . 1 1 2 1 2
— =-sint @ dt=-———du; |sint-u:|-—|du=-|u-du=—=-u“+C, =—=-cos“t+C,;
dt sint ( sint) I 2 2 2 2

3. Lésungsvariante: sint-cost = %~sin 2t;u=2t=>dt=du/2;

1 . 1 1 1
—-|{sinu-—du=-—-cosu+C; =——-cos2t+C,;
2 I 2 4 37y 3

Die Ergebnisse aller drei Ldsungsvarianten unterscheiden sich nur um eine Konstante und bezeichnen
daher das gleiche unbestimmte Integral!
d) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; u =sint;
du =cost = dt =Ldu; Iu3 -cost-Ldu = Iu3 -du =l‘u4 +C= l-sin“ t+C
dt cost cost 4 4
6.37 a) Typ: Der Zihler ist (bis auf den Faktor —1) die Ableitung des Nenners;

- =
l . ﬂ =—- 11— -_— - = - 4 =
u=cosx = dx=-——du; j’ ( smxdu) j’ du =~Infuf;" = —[in| cos x||# = 0,347

sin x u

b) Typ: Der Zihler ist die Ablemmg des Nenners;
u=sinx = dx =——du; Icosx~—du=I—du=ln|u|=ln|sinx|+C
co! u  cosx u
c) Typ: Der Zihler ist die Ableitung des Nenners;

cosX
cosxdu I—du Inju|=1In(1 +sinx)+C

u=1+sinx = dx=Ldu; I
COsX
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6 Integralrechnung

6.37 d) Typ: Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung;
. 1 cosx 1 1 1 1
u=sinx = dx =——du; I—z— 3 -
COsX u COosX u u sinx

6.38 a) Isin’tdt: J'sinzt-sintdt= J.(l—cos2 t)-sintdt:—cost—Icoszt-sintdt;

u=cost = dt=——.1—du; —cost—J‘u2 ~sint'(-;du)=—cost+ qudu=...=;
sin sint
1 1
=—cost+3cos t+C—-—cost+ -cos tcost+C——— 2 +sin?t)-cost+C
b) u=cosx :dx:-— u; sm ( )— ..=—arctanu = —arctan(cos x) + C
sinx l+u sin x
. CcosX .
c) u=sinx :dx:—du; I = du=arctanu=a.rctan(smx)+C
Cos X 1+u?

d) u=arctanx = dx = (1+x2)du; jLz-(1+x2)du=...=%-[u2]'.ﬁ = 2 [arctan? x}, = 0,308

e Ju_1 u =l =L inxP
639 a)u=Ix; K_ = dx=x-du; j xdu—J'udu—2 ut=- [lnxf +C
b) u=1In2x; d_u_l = dx=x-du; Ig-xdu=judu=l~ 21 m2xP+c
" dx x 2 2
12 2
0 j""" dx=1. j"‘—"dx=l[M] =048 .. sichea)
X 2 9 x 2 2
i i 1
du 1 1 1
du=lnx; —== = dx=xdu; [— xdu= [—du=Infu|+C=ln|lnx|+C
dx x X-u u

1 1 1 ¢l 1 P |
640 a)u=3+2x*= dx =0 dus J%._du =T'I;du =Z'[]“|“|]... =j‘[|“(3+2x2)]13 =0,359

—3_8x? __L. 2 g ) =~ Lnll= - Y. b — 8x2
b)u=3-8x*= dx= du; . ( l6xdu)— 3 Inju|= 2 In|3 8x |+C
C)u=3t=>dt=-1-du jtanud =3 J-smu
3 cosu
zZ=cosu=> du=—;dz; . smu(_ ,1 dz):...:—l-ln|cos3t|+C
sinu sinu 3
h u
d Bt:dt——d,— tanh d—— Sinh Uy s z—coshu= du= dz;
) u= u I u Icosh u sh u u mh z
i - 1 1
l—js'"h—"- ,' dz=... =-— ln|cosh3t|+C=— lne e +C e +e 3'|+—-ln—+C=
3 z sinu 2 3 2

= Sl 41) 4, = 3~[1ne-" +Ine® +D)+C, = §~[—3t +In(e® +D]+C,, Ci1=C+ ln%

1
6.41 A=2.[V1-x? dx, weil Integrand symmetrische Funktion; x =sinu = dx = cos u-du;
0

2. [V1-sin?u-cosudu=2- Icosz udu=2-%-[u+sinu~cosu1: (siehe Aufgabe 6.31 ¢) ) =

. " l
= [u+sinu-x/l-—sin2u]“ =[a:csin x+x.‘/1_x2]o =§

642 a)u=x,u=1;Vv’ =cosx,v=sinx; J‘x-cosxdx=x‘sinx—jl~sinxdx= x-sin x+cosx+C
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6 Integralrechnung

6.42 b)u=x,u" =1;Vv’ =sinx, v=—Cos x;

6.43

6.44

6.45

Ix-sinxdx:—x-cos x—jl-(—cosx)dx=—x-cos x+sinx+C
cut)=tu’'(t)=1; v’(t)=sin(2t); v= Isin(2t)dt =— %-cos(2t);
It-sin2tdt=—-£-cos2t—l~Il-cos2tdt=-l-cos2t+losin2t+C
2 2 2 4
dut)=t,w@®)=1; v’(t)=cos (t/5); v= Icos(t/S)dt:S-sin(t/S);
t-cos £ dt=t-Ssin < [1-5sin £ dt = St-sin £+25-cos S+C
5 5 5 5 5

au=x,w’=1v =¢e,v=e% Ix-c" dx=x-e"—jl-e" dx= x-e*-e*+C=(x-1)-e"+C

2 X 2 2 X X 2
bju=x,uw=1;v’=2",v=2"n2; Ix-2"dx= x-2— —Il~2—dx= 2 (x—i) =5,297
0 In2 o o In2

n2 (" m2)|,
X X
c)u=x,u’=1;v’=(l) ,v=(1) /lnl,
2 2 2

X _90x _97X X -X
Ix(l) dx=x- 2 —“[1~ 2 dx:—x2 -2 +C= L x+—]— +C
2 In2 In2 In2  (n2) 2%.In2 In2

—sit -st -st -st
' y - t-e e
du)=t,w=LvE=e",v=—eYs; ..=t- - f1.|-& dt=-— -2 —+C
) u) ® —- fi|-= —
2x e-2x
au=3-x;u=-1;vV=e¢-,v=— 5

1 _2x 7! 1 -2x -2x 2x !
T N 1y, =€ _ _(3—x)~e el
:!(3—x)-e dx—[(3 x): = ]_] J( D= dx-[ R ]_l 12,83

byu=5-x2,v’=-1/2;v’= e v=2¢e"%

2 x Pz oy ok x]?
j(s—i)-eZdu (5—5)-2e2 -j(-—)-zede= (12-x)-e? | =158
0 2 2 o 0 2

0
Qu)=3t+1,w®)=3;vV({H)=e"!, v=e"!;
j(3t +Detdt- = Bt +1)-e' - 1’3 eMdt=(t+1)-e™ -3¢ +C=(3t-2)-e" +C
e-2(u+l) )
2 ’

d)u® =t+2,u®) = 1; v’(t) = >, v(t)=-

1 [ YU\ e LA W YO ¥4 ~2.(t+1) 1
f+2)-e2 ™ ar=| (t+2)- = - —a= - (2t+5)| =018
1 2 |, 1 2 4 .

a)u(t) =e®, w(t) =2-e% v’(t) =sint, v’(t{y=—cos t; Iez' -sintdt =—e* .cost+2- Iez‘ -costdt;
nochmalige partielle Integration: u(t) = e, w'(t) = 2.e%;, v’(t)=cost, v’'(t) = sint;
I= Iez' -sintdt=—e? -cost+2- Iez‘ .costdt = —e? -cost+2-{e?* -sint—2- Iez' -sint dt) =
=—e?.cost+2-e* -sint—4- Iez' .sint dt= —e?* -cost+2-e* -sint—1; d.h.:
I=—e? -cost+2-e* -sint—4-Idt = 5I= —e*-cost+2-¢? -sint oder

I= Iez‘ -sint dt = —-e? -(2-sint—cost) +C

1
5
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6 Integralrechnung

6.45 b) Zweimalige partielle Integration: I = Ie‘_:_", . sin(é'tx)dx = —% e . cos(4x) — jg_;: -cos(4x)dx =
v

=—% e .cos(4x) - (% e~ .sin(4x) + Ie"" . sin(4x)dx) =L [sin(4x) + cos(4x)]-1; d.h.

_4
2 I=—e* [sm(4x) +cos(4x)] oder 1= '[e""‘ sin(4x)dx = _T e **[sin(4x) + cos(4x)] + C

c) Zweimallge partielle Integration: I = j&_‘ -cosxdx =e™* -sinx + j'&': -sinxdx =
u v u i

v
=e* -sinx+(—e"‘ -COSX — Ie"‘ ~cosxdx)= e .sinx-e™*.cosx-1;
e—X
dh.I=e™ .sinx—-e™-cosx -1 = I= T-(sinx—cosx) +C

d) Zweimalige partielle Integration: I = IZ" cos 3t dt= ZT sin3t + IZ sm 3t dt=
u

-t -t

-2 sin3t+M~ —2—~cos3t——'.[2"-cos3tdt =
3 3

-t -t -t -t 2
=2—~sin3t—ﬂ-cos3t—M-I; d.h. I=2—'sin3t—2 1112-cos3t—(lnz) 1=

3 9 9 3 9

2—!
= ﬂ-(B-sinBt—ln2~cos3t)+C
646 a)u=Inx,w=1/x;v'=x,v= x/2 Ix lnxdx—— Inx- |— —dx=

Xz X X X }
=—2—~lnx—T+C=T-(21nx—l)+C; Ijx~1nxdx:[T-(zlnx—l)]l=2,94

— — l/Z_l = 1 P— — x3

b)u—ln«/;(-—lnx ——-lnx,u 2—'v—x,v—7;
3 3 3

2 KX L X 6® inxe

[x ln«/—dx-  nvx - j’ 7 dx="r 2 lnx-To+ C=T0 (3 Inx - 1)+ C
c)u=lgx=—~lnx,u’=;;v’=x3,v=ﬁ;
In10 -In10 4
4 4 4 4

3. =X exo [l X ggoX Inx  x

fu? tgxax= 5 lex Ix~ln10 7%= 0 om0 CT 16ln10 (@ Inx-1)+C

du=x;w=1v = 1/cos?x, v = tanx;

I 5—dx=x-tanx - J'l -tanxdx; Itanxdx Is'nxdx=—m|cosx|+6 (Typ: Zahler ist bis
Cos™ X
auf den Faktor —1 die Ableitung des Nenners, Substitutionsmethode: u(x) = cos x usw.);

I dx = x-tanx — (~ Injcosx|)+ C = x -tanx + Injcos x| + C
cos? x

6.47 a) Zweimalige partielle Integration: I&i .cosxdx =x?-sinx-2- jx -sinxdx ;
u Vv

jzg-sinxdx =Xx-(—cosx)— J'l-(—cosx)dx =-X-COSX + Icosxdx =-x-cosx+sinx+C;
u Vv

damit: Ixz -cosxdx = x2-sinx—2-(~x-cosx +sinx)+C = (x> =2)-sinx + 2x-cosx + C
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6 Integralrechnung

~

2
6.47 b) Zweimalige partielle Integr. I— e dx=x7-ex-jx e*dx; I&-&’:dx=x~e"—j'l~e dx =
u i
M v
— L ex?
=x-e* —e* +C; damit: I— x

e —(x e’ -e )+C=%-(x2 —2x+2)+C
2
c) Zweimalige partielle Integr.: j.(%) -sin(ax)dx (—) —-cos(ax)+
~——

o2 . Ix-cos(ax)dx;
a-
Iag cos(ax)dx:lox-sin(ax)—l-Isin(ax)dx:l-x-sin(ax)+——- cos(ax)+C; damit:
u ) a a a
\4
I

J'[%)Z -sin(ax)dx = —(%)2 %-COS(a x)+

2 (1 . 1 _
m-(;-x'sm(ax)+a—2-cos(ax)J+c =
) _(_az X OOS(ax)+2ax-sin(ax)+2-cos(ax))+C
a -

d) Zweimalige partielle Integration Ix Xdx=-
v

27 .
Z_.x? +—— x-27%dx;
2 J
-X -X -X
x-2"‘dx=—2 'x+LI2"‘dx=—2 2
by ‘“"‘V. In2 In2

_-x—._
In2

-X -X -X
X 4+ —- _E__.x__z_z +C=_2_. x2+i~x+—2— +C;
n2 " "2 W2 (in2) In2 2" (in2)
- 27 2
Ix 2 dx = [ (2 .

2

2

— —_— =0,780
2 In2 x+(|n2)2)]l ’

6.48 a) Zweimalige partielle Integration: j X

.[Xz-Z_xdx=—2_x- 2,2 (

2
""dx-——e +3-Ix-e'3"dx=
3 3 J¥
V
=__’§1.e—3x+2.( X o3

-
u v'
-3x
-3x [
-=-e +—- e dx |=-—
3 3 I ) 2

- -(9x2+6x+2)+C;
~ 4

]‘xz e dx = [_%.(9)(2 +6x+2)] =0,0740

0 o

b) Zweimalige partielle Integration: le-sinxdx —x“-cosx+2 Ix cosxdx =
L v
V!
=-x2.cosx +2 (x smx—jsinxdx):—xz-cosx+2 x-sinx+2-cosx+C
. 0
Ix cosxdx—[—x cosx+2x-smx+2-cosx]_“/ =2-n=-1142
—n/2

c) Zweimalige partielle Integration: Iﬁ -cos~dt=2t2-sint —4 It sin—dt =

U =
v v
t t 2 .t t Lt
=2 ——4.|=2t-cos—+2- —dt|= .sin—+8-t-cos——16-sin —;
t sm2 ( cos2+ Icosz t) 2t sm2+8 t cos2 16 sm2
¥ t t t1"
It cos dt=[2t2-sin—+8-t-cos——-16-sm ] =2,678
%2 2 /2
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6.48 d) Zweimalige part. Integr.: jx— -sin (2x +7/3)dx = -2 cos(2x +=/3)+ Ly Ix -cos(2x +m/3)dx =
3, — 6 3 =

u

x? X . 1 . _

== cos(2x +m/3)+ r sin(2x +m/3)- 3 jsm(Zx +mn/3)dx =

= —% -x? -cos(2x +m/3)+ % -x-sin(2x +7/3)+ é -cos(2x +m/3)+C;

Tx? . 1 2 . n

IT -sin (2x +m/3)dx = I [(l -2x ) cos(2x +m/3)+2x -sin (2x + 1:/3)]0 =-0,369
0

649 a)l= Icoszx dx = jcosx'cosxdx=sinx-cosx+ Isinzxdx =sinx‘cosx+.[(l—coszx) dx =
S8
= sinx-cosx+Idx—jcoszxdx=sinx-wsx+x—l; dh. I=sinxcosx+x -1 =

2:I=sinx-cos x +x oder I= Icoszx dx =%-(x +sinx-cosx)+C.
) . 2. 1 1
Andere Losungsvariante: cos? x = 3 [1+cos(2x)], IE i+ cos@x)]dx =...

b)I= Isinz Lar= jsin1~sin1dt =—2sint.cost+ Icosz Lat=—2sint.cost+ J'(l-sinz 1)dt=
2 2 2 2 2 2 2 2 2

u Y
= _2.sint.cost —fsin2tdt =—2.sint.cost 1
=-2 sm2 cosz+jldt J.sm 2dt— 2 sm2 cos2+Ildt I; dh.

21= —2-sin£-cosi+t oder I= 1—sini-cos—;
2 2 2 2 2

n/fsinz %dt = [—t- —sint. cosi] " =0,285.
) 2 2 2],
Andere Losungsvariante: sin® x = % Hj! —cos(2x)], I% [1-cos(2x)dx =...
c) Giistigerweise zuerst Riickfithrung auf Isinz xdx durch Substitution x =t + @;
:—’: = = dt= %-dx : J‘sinz(m-tﬂp)dt:i- Isinzxdx;
I= j'sin2 xdx = I&;},@"_x‘dx =-sinx-cosx+ jcosz xdx =-sinx-cosx + J‘(l—sin2 x)dx =
= —sinXx-cosx + Ildx— jsinzxdx =-sinx-cosx+x-I; dh.I=—sinxcosx+x-1 =
I= Isinzx dx = %-(x—sinx-cosx)+C;
t-Grenzen in x—Grenzen umrechnen: t=0 = x=w0+¢=¢; t=m: Xx=0-T+ @;
e _

n l On+Q l
Isinz(m't+¢)dt =—- J'sin2 xdx =—-—‘[x—sinx~cosx]:
4 o ° ® 2

= ZL-[o).n—sin(m'1t+(p)-cos(m-1t+(p)+sin(p~cos<p]
®

ljg'“[(siMo't+0))2]dt
csin(e + 2-a~;)~cos(0+2'a~x) .
]

t+9>7°2,t.0,.2n)
RAD AUTO FUNC 1730

sin(¢)-¢
2~a’

J(sinCu*
MAIN
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o 6 Integralrechnung

6.49 d) sin(t+1) =sin t- cosl + cos t-sin 1 = 0,5403-sin t + 0,8415-cos t;
jsint (0,5403-sint + 0,8451- cost)dt = 0,5403- [sin’ tdt+0,8451- J'sint .costdt;

Isinzt dt =%~(t —sint-cost)+C,; ... siche c); Isint -costdt = %sin2 t+C, ... siehe 6.36 c);

0,5403- [sin? tdt +0,8451- fsint -costdt = 0,5403.%-(t-sint~cost)+o,s451-%-sin2t +C;

2% 2n
[sint-sin(t +1)dt = [0,5403-%.& —sint-cost)+0,845 lé-sinz t] = 1,697
0 0

6.50 a) Iarctanxdx = Iarctanx-l dx =x-arctanx — I%dx . Das verbleibende Integral ist vom Typ:
L
- x“+1

Zihler ist (bis auf den Faktor 2) die Ableitung des Nenners; daher Substitution: u = x>+ 1 usw.
Ergebnis: Iarctanxdx =X .arctanx—%-ln| x? +1|+C = x-arctanx——;--ln(x2 +l)+C

b) Iarcsin xdx = I arcsinx-1 dx = x -arcsinx — I X__dx. Das verbleibende Integral ist vom Typ:
T t;-'l 1_x2
Zusammengesetzte Funktion mal innere Ableitung; daher Substitution: u=1- X2 usw.

Ergebnis: Iarcsinxdx =x-arcsinx +v1-x2 +C

c) lnl=lnl—lnx=0—lnx=—lnx;
X

Ilnldx =—Ilnxdx=—j‘125-l dx=-x-Inx+ _[dx:—x-lnx+x +C=x-(I-Inx)+C
X ]

! 1 1 1 x
d) Invx =Inx"? =--Inx; [Invxdx=2-[Inx1dx=2-x-Inx—~- [dx =% (Inx-
) Inv/x =Inx"* =-Inx; finvxdx > Illlx‘:ldx S X Inx - fax 5 (nx-1)+C

4jlm/?dx =[§~(1nx-1)]: =1273

6.51 a) x*-1=(x-1)(x+1); b) xX*-x-2=0> x,=-1,x,=2
5x-1 A B 4x-5 A B
S—=—+— | ((x-1)-(x+1 —_— =t — +1)-(x—2
20 xl xal | ((x-1)-(x+1) Zons xil T x2 | (x+1)(x-2)
5x—1 = A(x+1) + B-(x-1) 4x - 5= A«(x=2) + B-(x+1)
x=1:4=2.A = A=2; x=2: 3=B3 => B=1
=_1:46=B(-2) = B=3; x=-1:"9=A:(-3) = A=3
5x-1 2 3 4x-5 3 1
= = =
x2-1 x-1 x+1 x2-x-2 X+l x-2
€) XX-x-6=0=x=-2,x,=3 d) 2x+5x—12=2.(x*+ 5x/2 - 6);
— 24 —6= = =
2x+8 _ A +l | (x42)-(x-3) X 35)(/]20 6 0A=> X) B-4, X2 =32
x°-x-2  X+2 x-3 =2y | (c+a)(-312)
—x + 8= A:(x-3) + B-(x+2) x2+5x/2-6 x+4 x-3/2
—x+8=Ax-3A +Bx+2B 3x—10=-A-(x-3/2) + B-(x + 4)
—x +8=(A+B)x - 3A +2B
. ) x=3/2:-112=B11/2 = B=-1
Koeffizientenvergleich: Xx=—4:-22=A(-1172) > A=4
}1 I;A:g]:-:; A=-2,B=1 3x-10 g 12
L= =8 = A=-4DB= Zacnn—c  x+4 x-3/2 x4 2%x3°
x48 2 B x2+5x/2-6 x+4 x-3/2 x+4 2x-3
2 =2 %3 3x-10 1 3x-10 2 1

x4 -x-2 Xx+2 x-3

2xE+5x-12 2 x2+5x/2-6 x+4 2x-3
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6 Integralrechnung

6.52 a)

b)

©)

d

6.53 a)

b)

X3+ 2 =x(x2+3x+2)=0; x;=0; x> +3x+2=0 =>x3=-2,x3=-1
362 AL B C i

X’ +3x°+2x X X+2  x+1

32 +6x+2= A-(x+2)-(x+1) + Bx-(x+1) + C-x-(x+2)

x=0:2=2A =2A=1;, x=-2:2=2B = B=1; x=-1:-1=-C =C=1
IxI+6x+2 1 1 1

x+3x242x X x+2 x+]

X5 H6X=x (X +5x+6)=0; X, =0;X°+5x+6=0 = x=-3,x3=-2
2
xo6x12 AL B C el +5xH6x)
X’ +5x“+6x X x+3  x+2
X2+ 6x + 12 = A(x+3)-(x+2) + B-x-(x+2) + C-x-(x+3)
2
Einsetzen: x =0, x=-3 sowiex=-2 => A=2;B=1;,C=-2; ﬂ=E+L—i
X+5x2+6x  x  x+3  x+2
x> +3x2=x%(x + 3) = 0; x; = 0 (zweifache Nullstelle); x, =3
x}+44x-6 A B  C |, 3, ..
—_— +
Tl x +x2 +x+3|(x 3x%)
X2 +4x — 6 = Ax-(x+3) + B:(x+3) + Cx% Einsetzen: x =0, x =3 sowie etwax = 1:
x=0:-6=3B=>B=-2;x=-3:-9=9C=>C=-1;x=1:-1=4A+4B+C=> A=2;
x+4x-6_2 2 1
x*+3x2 x x? x+43
 +6x* +11x + 6 = 0; x; =—1 kann als Nullstelle erraten werden;
K+ HIX+6): (x+1)=x>+5x+6; X*°+5x+6=0 = x3=-3;x3=-2
2_gx—
kel A LB LG el HIx+6)
x> +6x2+11x+6  x+1  x+3  x+2
X2 - 8x —11 = A-(x+3)-(x+2) + B-(x+1)-(x+2) + C-(x+1)-(x+3)
Einsetzen: x=-1,x=-3,x=-2 = A=-1,B=11,C=-9;
x2-8x-11 _ 1 11 9

C+6x2+11x+6  x+l  x+3  x+2

X+ +4x =x-(x> +4x +4)=0; x; =0;x* + 4x + 4 =0 = x, =2 (zweifache Nullstelle)
3x2+8x+8 A B C

T4 <ty t
XHaxiHax X XH2 0 (x40)2

3% + 8x + 8 = A-(x+2)? + Bx-(x+2) + Cx

Einsetzen: x=0,x=-2 undetwax=1 = A=2;B=1,C==2
3x2+8x+8 2 1 2

XCdxieax X X422 (y49)2

[-(x® +4x2+4x)

x5 +6x2 = xz-(x2 + 5x + 6) = 0; x; =0 (zweifache Nullstelle);
C+5x+6=0 = x3=-3;x3=-2

o3

22 A BLCr D s+ 6xd)

x4 e5x346x2 X x2  x+3 x+2
2% +10x + 12 = Ax-(x+3)-(x+2) + B-(x+2)-(x+3) + C-x2-(x+3) + D-x*(x+2)
Einstzen: x=0,x=-3,x =-2 sowieetwax=1=> A=0,B=2,C=—4;D=2
-23+10x+12_ 2 4 L2
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6 Integralrechnung

6.53 c) x*-2x*+1=0; Substitution: u=x4w>2u+1=0 = u =1 (zweifache Nullstelle);
=1 x=-1,x=1 (jeweils zweifache Nullstellen)
T2 _ AL B C LDl
x*=2x" 41 x+l o (x+1)* x-1 0 (g2
X 7% =2 = A-(x+1)-(x=1)? + B-(x=1)? + C-(x+1)*(x~1) + D-(x+1)?
Einstzen: x=-1,x=1 sowieetwax=0undx=2 = A=0,B=1,C=1;D=-2
O-7x-2 1 12
x-2x2+l (x+1)? x-1 (x-1)2
d) x;=-2, x, =2 (dreifache Nullstelle)
4x3-50x+60 A B C D
—_ =+ —+ +
(x+2)(x-2)> X*+2 X-2 (x_2)? (x-2)°
4x3 —50x + 60 = A-(x-2)° + B-(x+2)-(x—2)* + C-(x+2)-(x-2) + D-(x+2)
Einstzen: x=-2,x =2 sowieetwax=0undx=1=> A=-2,B=6,C=0;D=-2
4°-50x+60 _ 2 . 6 2

(x+2)(x-2)° x+2  x-2 (x-2)

| -(x+2)-(x-2)°

654 a) xX*-2x>+2x=x(x*-2x+2)=0; x;=0;x>-2x +2=0 = x, = 14j, x3 = 1-j, d.h. komplexe
2 — .
Nullstellen; gx §+2 =A + Bx+C

X7=2x742x X x2_9yx42
2% —x+2=A-(x>2x +2) + (Bx + C)x;
Koeffizientenvergleich: 2x? —x +2 = (A + B)~x2 +C-2A)x +2A
I. A+B=2

I:C-2A=-1

O: 2A=2 = A=1;B=1;C=1

b) x>—x?+3x+5=0; x; =—1 kann als Nullstelle erraten werden;
K-x2+3x+5):(x+1)=x-2%x+5=0 = x,= 1+2j; x3 = 1-2j, d.h. komplexe Nullst.

2 .
6x“+3x+13 =i+ B-x+C |-(x3—x2+3x+5)

X =x2+3x+5 Xt x2_ox45

6x2 +3x + 13 = A-(x2 =2x +5) + (B-x + C)-(x+1); Koeffizientenvergleich:

6x2 +3x + 13 = (A+B)-x> + ((2A+B+C)x + S5A+C = A=2,B=4,C=3;
6x243x+13 2 L 4x43

3-x2+3x+5 X+l x2_ox45

¢) x*—4x®+5x* =x%(x* -4x + 5) = 0; x; =0 (zweifache Nullstelle);
X—4x+5= 0 =>x= 2+4j; x3 = 2—j, d.h. komplexe Nullst.
2x’-18x+35 _A B Cx+D |t — 4 + 5x%)
xtaxd+sx? X x2 x2_axss
2x3 —18x + 35 = A-x-(x? 4x +5) + B~(x2 —4x +5) + (C-x + D)-x*; Koeffizientenvergleich:
2x% —18x + 35 = (A+C)-x* + (-4A+B+D)x* + (5A—4B)x+5B = A=2,B=7,C=0;D=1;

Mathcad:
An irgendeiner Stelle die

|- = 2x% + 2x)

2x2-x+2 1 x+1

i x x2-2x+2

2x3-18x+35 2 7 1
xt-ax345x? X x

2:x3-18-x+35
x¥-4-x +5-%x

2x3 - 18x+ 35
2

. . 3
Variable x im Bruch durch  x -4 + 5%
Anklicken markieren, dann 7 2
2 Menii

= expand| 1
— g —
2 ox x2-4-x+5

+—=+
XZ2-4-%x+5 X xZ|
—18%x+35)/(x"4—4%x 345 #x"2) )
N : Domain of 1! may be larder

Symbolik/Variable/Partial- x
bruchentwicklung
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6 Integralrechnung

654 d) x*+x*-2x= x-(x3 +x2- 2)=0; x;=0; -(x3 +x2- 2) =0, x, = 1 kann als Nullstelle erraten
werden; (x3 +x? -2):(x-1)= X+ +2x+2=0 = x3= -14j; x3=-1-j,d.h.

komplexe Nullst.;

2_ — .
X -2x-4 A B Cx+D |-(x* + x* - 2x)
X*exd-2x X X1 249442

X2 2% — 4 = A-(x=1)-(x? +2x +2) + B-x-(x? +2x +2) + (C-x + D)-x-(x~1);
Koeffizientenvergleich:
x* =2x — 4 = (A+B+C)-x* + (A+2B-C+D)x* + 2B-D)x2A = A=2,B=-1,C=-1,D=0
x2-2x-4 2 1 X

x*exd-2x X X-1 y240449

In den Aufgaben 6.55 bis 6.60 wird die Partialbruchzerlegxmg nicht mehr gezeigt.
X+12 2 3 x+12

- ; —=— 1 2 ‘Inx-3
e S —x—6 x+2+x—3 2_x_5dx =2 x+2 +3- X— 2 n|x+ |+3 n|x |+C
7x-2 1 3 r 7x=2 [ dx dx
b) —0—=——-+—; dx= +3- —-—-l 2x-1[+3-Inx+1|+C
)2x2+x—l 2x—l+x+1 12x2+x—] J2x-1 x+1 li X l dx I
3x2-2x+l 1 1
c)-—xfx_ -+ x_+l — j dx =— —+3 -[x+l+ ;——ln|x|+3 ‘In|x +1|+In|x-1|+C
X -7x+2 3 1 2 pAx*-Tx+2
6.56 55 =--3t— ———dx=3- |—- | +2- =3.1 + +l -2{+C
a) Do x 2 x=2 '[x3-2x I I <2 o x| nx-2|
b ‘:x lex+ls 3 1 1 .-4x -16x+15 dx=3.ln|x—1|+1n|x—2|+—+c
5Ce8x—d x-1 x-2 (x-2%" Ix?-s5x?+8x—4 x-2
2_
S e T O W O o= TSNP LI S RO Y
(x-2)2(x+2) x-2 (x=2)* x+2° J(x-2)>.(x+2) x-2

x> +5x2 +2 1 1 3x3+5x2+2 3
.57 — =3 -l+—+— . T“dx==-x"-x+ + +2|+C
6.57 a) X I X > x°-x hﬂxl ln|x |

x242x X x+2 x242x

e ot w | Mathcad:
3 2
X +5x +2 32
—_— = Z.x'- +
(33 e5x202 o 2 dx 2x x+In() +in(x+2 +C
T 2+2x X +2x
In(x + 2) + In(x) + 3;‘ -x Das Gleichheitszeichen und die Konstante wurden als Text
JC3x"3+5x72+2) /(x™2+2%x) , XD hinzugefugt.
RAD AUTE UNC 1736
3_ 3_
b) DB _ gy s —+i; I“zlﬂdx=2x2+4x—3-ln|x—2|+2-ln|x+l|+C
X -x-2 -2 x+1 X4 -x- 2
4_3 4
X -x"+x-4 2 3 x*—x3+x-4
C) F——=X-2+="+——; —dx———2x+21 —Infx-1{+3-In|x+2|+C
)x’+x2—2x x x#2” I3k n| I “I | | |

2
6.58 a)M x+3+3—i+ 5 5 I...dx-—'x?+3x+2'ln|x|—2~ln|x+1|+5-|n|x—2|+C

x3-x2-2x x x+1 x-2
Cay? 3_4p2_
b)w 24ty 2 1 dex=2x+ln|x|—3—ln|x—2|+C
x3 -2x? x x? x-2 x3-2x? X
_ B 2
c)—x 8’ ;66" LAY B S S 55 I dx='x——7x+ln|x+3|—L+C
x-2)*-(x+3) x+3  (x-2) 2 x-2
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6 Integralrechnung

4x+6x9 1 8x+6 f8x+6dx r 8x (6 dx;;
ok x 449’ dax? +9 -'4x +9 -'4x +9

= |= —du =Inluy| = In(4x? +9);

6.59 a)

u=4x*+09; —=8x = dx= —d
dx 4x? +9

[ —dx= 6 _dx; u=2% = dx=3du;
) I9~ll+(2x/3)2] T3 2

du arctanu = arctan(zs)

(. 6 =
"9~ll+(2x/3)2] ~ s l1+u2] 2

[% = j— j’f"” dx =~ x|+ In@#x? +9) +arctan> +C
X3+ X“+9
122 +6x+4 o _ o (dx | [ 6x+6 6x 6 . _
)-[ 33 +2x —ZI +J‘3x2+2dx j * 3x2+2dx+'[3x2+2dx
=2-1n|x|+1n(3x2+2)+J€~a:ctan(x‘/:]+c
-2x-1 12x+2 4x 2 _
2 IZx +x2 7 dx=—6- Iix._j 2x2+l Id_— 2xz+1dx+ J‘2x2+1dx_
= -2l x|+ 1 +3.Inf2x? +1)+J§-a:ctar.(x~«/§)+c
8:2+26 6xH2 o o X, g 2 (12 _
6.60 )Ix3—6x2+13x Id Ix2—6x+l3 - Id: +3 Jx2—6x+l3dx+"xz—6x+l3dx
=2-11{x|+3-Infx® -6x+13+15- arctan’2 4
23 -2x2 —16x+32 _a4. E 2x-6 -dx __r 6 dx=
b)j x* —4x3 +8x2 dx=4 x2 '[x 4x+8 I -4x+8 Ix2_4x48

=——+ln(x —4x+8)—arctan——+C
X 2

.[ 4% +49x-55 .[ r 3x-1
J 3t )3 -
(x+2) (x2—8x+17) x+2 (x+2) x2-8x+17
- ﬂ r dx +3 r 2 _f 1 dx=

2 Jar2? 29317 IxP_exHl7
=t 42 [+ 4 2. Infe ~8x+17) +11-arctar(x ~4)+C

uS

6.61 a)u=cosx, dx = —,Ldu; I ax=1. Iu‘ -sinx-._—ldx=—l' ju“du = Lw 1 osxsec
sinx 3 sinx 3 35 15
b) Zweimalige partielle Integration analog wie Aufgabe 6.45 b):
J’3 6™ .cos (2x) dx = i e+ - (sin(2x) - 2- cos(2x))| S = 0,661

-1
2

f2"+4 .-Zxdx_'_4 r dx =i 2 1 4)+2-arctan>| =1114
)124 “ e Ix2+a4 n(x ) arczl ’

d) u=——-x3; dx=—idu; x%e" -—_—]du=—j'e“du=—e“ +C=-e"*P+C;
3 x2 x?

lsz e ¥P dx = —[e""/ 3]1_1 =0,679
A
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6.62

6.63

6.64

6.65

2 2
a) [x-\Bx+ldx= [%"-(3)( +1)¥? -%-(3)( +1)7/“] =3,560
1

1
b) Zweimalige partielle Integration: Ixz e dx=—x2-e* +2- jx e ¥ dx =
=—x2.e* +2-l—x-e"‘ + Ie"‘ dx]:—x2 e X -2.x-e¥-2.e X =—¢* -(x2 +2x+2)+C

0
) J; e:—;dx =[infex +3)]% = 0244

2 2 .
@ [(-tanhx +2) dx = I(3 . +2) dx = [3-In(cosh x)+2x]2 = 7,975
0 o cosh x

a) Partielle Integration: Ilnx -Inx dx mitu=Inx, v’ =Inx; v durch eine weitere partielle
Integration: v= Ilnx -1dx=x-Inx — x (siche Beispiel 6.14 d), Lehrbuch Seite 213).
Ilnx ‘-Inxdx=Inx-(x-Inx-x)- J‘(x-lnx—x)-% dx=x-Inx-(Inx-1)- I(lnx—l)dx =
=x-Inx-(Inx-1)— jlnx dx + Ildx=x‘lnx-(lnx—l)—(x~lnx-x)+x+C=
= x-(lnzx—2lnx+2)+C

b) Iﬁ ‘.’z/x—l—)"zi_:)d _I(J—+J )dx_— ((x Y2 +(x - 2)3/2)+C

¢) Substitution u =vx+1, dx=2-vx+1du=2udu; Iemdx=2~fe -udu, partielle Integr.
=2'(u~e“—je“du)=2~(u~e“ —e“)=2'e“'(u—l)=2~em~(«/x+l—l)+c
d) I3x~e"/2dx=6-(x—-2)-e"/2+C

a) Genauer Wert: 18,6667
n Mlttelpunktsformel Trapezformel
2 [12,5*+3,5]1=18,5 0,522 +2.32 + 4] =19
4 0,5[2,25% +2,75%+ 3,25%43,75%] = 18,625 |0,25:[22 +2.2,5%42-32 + 2.3,5%+ 4%] = 18,75
b) Genauer Wert: 4

n | Mittelpunktsformel Trapezformel
2 [10,5°+1,5’)1=3,5 0,5[0° +2.1° +2°]=5
4 [0,5[0,25° +0,75+ 1,25°+1,75°] = 3,875 |0,25:[0° +2:0,5%+2-1> + 21,5+ 2% = 4,25
Genauer Wert Mittelpunktsformel Trapezformel
n=2 n=4 n=2 n=4
c) 273 0,6044  0,6481| 0,8056  0,7050
d) 12 0,5131  0,5032| 0,4740  0,4936
€) m/4=0,7854 0,7906  0,7867| 0,7750  0,7828
f) 2,0498 2,1334  2,0717| 11,8780  2,0057
g 2 1,9106  1,9689| 22278  2,0692
h) 0,3863 0,3914 0,3876 0,3760 0,3837
Keplerformel Simpsonformel
a) %-[1+4-1,0607+1,4142] =1,1095 é-[l+4-1,0078+2~l,067+4-l,1924+1,4l42]= 1,1114

b) %-[0,2689+4-0,4268+0,l 673] = 1,4291 £~[f(l)+4~f(l,5)+2-f(2)+4-f(2,5)+...+f(5)] =1,4473

) %-[0+4-1+o] =2,0944 6—"4 [£(0)+4-£(0,3927)+2-£(0,7854)+...+f(m)] = 2,3565
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6 Integralrechnung

6.65

6.66

6.67

6.68

6.69

d) % [0,6366 + 40,3001+ 0] = 0,4809 %.[f(u/z).'_ EORI6)+2500m16)+. .+ E(x)]= 04812
e) %. [1,4427 + 4-1,0914 + 0,9102] = 1,1197 g%.[f(z)ﬂ,f(z,om) +2H01667)% + )= 1,1184
H % J1+4-1,224741,4142) = 1,9146 ’;/% [FO)+ 4501571+ 2:£(03142)+...+£(x/2)]= 19101
g) % Ji+4-0,5+0,0588] = 1,0196 é [£(0)+4-£(0,25)+2:£(0,5)+...+£(2)]= 1,0701
& %'[2’7183 +4-29878+3,6945]= 3,0607 % [EQ)+4-£(1,1667)+2-£(1,3333)+.. +£(2)] = 3,0591
i) % [1+4-0,3679+0,0183]= 0,8299 % [0+ 4£(0,25)+2:6(0,5)+.. +£(2)]= 0,821
DHa) % [£(0,1963) + £(0,5890) + £(0,9817) + £(1,3744)] = 1,9101
b) o[ +2-£(n/8)+2-£(x/4) +2-137/8) + ()] = 19101
©) %-[f(0)+4~f(n/4)+f(n/2)] =19146
9 1";/_; [£0) +4-£(n/8) +2-£(x/4) + 4-£(3x/8) + £ (n/2)] = 19101
) a) %~[f(0,1 25)+ £(0,375) + £(0,625) + £(0,875)] = 0,7732
b) °—225 [£(0)+2-£(0,25)+2-£(0,5) + 2-£0,75) + £(1)] = 0,7821
©) %~[f (0)+4-£(0,5)+£(1)] =0,7786
d) é [£(0) +4-£(0,25) +2-£(0,5) + 4-£(0,75) + £(1)] = 0,7764
In 2 = 0,693147 (genau auf 6 Nachkommastellen); Keplerformel: In2 ~ % [% +4. I,LS + %] =0,6944 ;

1 |1 1 1
Simpsonformel: In 2 ~ vy [—+4-13/T+2-m+... 21] =0,693149

a) Trapezregel: 2/—4 . [1,0 +2-1,1+2-1,5+2-2,4+38] =3,7000
Slmpsonformel [1 0+4-11+2-1,5+4-2,4+3,38] =3,6333

b) Trapezregel: 2. [1,099 +2:1,609+2-1,946 +2-2,197 + 2,398] = 15,0010
Slmpsonformel [1 099 +4-1,609+2-1,946 +4-2,197 +2,398]= 15,0753

¢) Trapezregel: 7 . [1 +2:0,25+2-0,111+2-0,063 + 20,040 +2-0,028 + 0,020] = 1,0020

Simpsonformel: —9- . [1 +4.0,25+2-0,111+4-0,063+2-0,040+4-0,028 + 0,020]= 0,8953
b
11 -1 1 1 1 1 1
a) j_ llm J'—dx—llmw[ 5?]3 —hlm 7'[b—2—5]——§'(0—;)—ﬁ

b
21 .o—2 01 2 2
b) I—— —ll,lm I———dx—lxm[ 5—?]1 —llm—-[F— ]———-(0—1)-3
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6 Integralrechnung

T -
6.69 c) i[;dx:tl_xl ,I;dx={,lf:°[ln|x|]' =E_I:°[ln|b|—ln1]=00
© b
) i[%dx:&im j%dx:lim fo-4x]7 = im 6-(Vb -1)=0
¢) ?%dxﬂim Iy_dx—llm[ %/x_z]b=giig%-[i/b_2—2,8193]=oo

b b 2

) ?e'* dx = Ll_t:‘:[— e | =lim[-e* +03679]=0+03679 03679

® b
“ax g i | _ L et | e Tl o1 g 1)
) !e dx—&l_l;lu‘lo[ T ]o tim = e -1]= -2 (0-1) =025

—»00

h) 3x~e“*’dx=£ug[-%-e‘*] -llm— [“’ —1] —-(0-1)=

i) .[H__IXde =lim [arctanx]z =l}in; [arctanb—o]_—.g

dx=tanhx+C=S "ozl hmj dx+hmj dx;

dx=
D c;osh2 e2*+1 1+e72 _‘{ a—>—

c X 2c
lim U dx=1im [ = tim -1 -1 e -1,
L 2 X = 2x =1 2¢c + 2¢ ?
2> Jcosh® x s> e 4], a>w +1 e T e 41 0+1 e +1

b _a—2x b - 2c _
fim [—L—dx = tim | =5 | = 1im |1 °2b 15 L
bowJcosh’x  bow|l4e | bow|l+e” 1+e ¢+ e* +1
T e*-1 . e*-1

dx=l+S>—+1-——=2
_;[msh2 X e*-1  e*-1
) I—dx arctan(x +2)+C; _[ dx= 11m [arctan(x+2)] +hm[arctan(x+2)]"
X2 +4x+5

-

= .].l,rﬂo [arctan(c +2)—arctan(a + 2)]+ &1_{2 [arctan(b +2)—arctan(c + 2)] = —(-g) + 5= n

1) Isin xdx = lim[- cos x]g =lim [1 - cosb], Grenzwert nicht definiert, Integral existiert nicht
0 bow b—o

Toodx=tim 2L (s T B S _1]--L.0-1=1
m) J...dx—gl_rgz [e (smx+cosx)]o—‘£1_13'1° > [e (sinb+cosb) l]— 5 (0-1)=
© b
2, = lim | 1.e* .(sinx - =1 lim e . (sinb— —(2]=2
n) Je cosxdx—bl_xr»t:c[5 e . (sinx 2cosx)]o 3 blg'nl [e (sinb—2cosb)—( 2)]
o)? | _gx=lim| 1l x? l’=
,x~(l+x2) bl 2 14x2 .

b
o) =] dx=lim‘lnfil—l} =1im[lnﬁ-—] (n2-1)=0=In1-0—(In2-1)=0,307
1" -(1+x) b X X[, bow b

- lim [mb——m—]_— -(In1-(~0,693))= 0,347
—>®

N -
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6 Integralrechnung

2
6.70 a) I— -Im% —dx-llm5 [x‘/s] —l|m [1741 a‘/’]-2]76
o a— X
b) Ijldx=|im [Zdx=1im |5 ' tim[ 1= e
0x3 .-»o.x3 a0 x2 a 80 32
2 2 2
0 [Zdx=lim [Zax=tim| 2| =lim|-1-2|=-1+o=c0
x2 a0 x2 a0 x |, a0 a
0 a

6.71

6.72

2

&) [ dx=lim jfxz" ldx-llm— [ln|x -1|] _1‘3}2 fin3- ~Infa? —1|] = [In3- ()=
1 a

3 3
€) J‘ﬁdx—llm ﬁdx—llm[lnlx 1|] —lnm[ln2 Inja - 1|] In2-(-w) =
i

T

f I e d:rc—ll’IIPI I r_dx-llm [arcsin x] -hm [arcsinb- arcsmOL __-0_-.E

9 [ 2dx_.1im:j x‘ 2dx=limz%-[(x—2)m]:=.limz%-[l—(a—2)w]=%-(l—0)=%
; - - .if - a—> >
1 Y1 . 5
W) [mgdelim [ dx= lm Tk =2 tim 2 - a-T]=2- (/2 -0)-2 V2 28284

1 1
i =} . = ki . - |= i —-1—-a- =(-1-0)=-1;
i) !lnxdx-.lm!lnx 1dx }m[x Inx—x]) .ll_l;l})[ 1-a-lna+a]=(-1-0)=-1;

Iim (a -Ina) =0 , Regel von de I’Hospital, Lehrbuch: Beispiel 5.6 b), Seite 143

27! 2, 2
i) jx -Inx dx = lim jx lnxdx—hm[x '“"-"] =1im[-1—(m-’—)]=—l;
2 4 s

Integratlon siehe Aufgabe 6.46 a); lim (a%-Ina)=0 Regel von de I’'Hospital wie i)
a0+
%0 ' b b
_ et T -t -1 .-t 1 _ o - _
a) Q)= 6[t e”'dt = lim 6[e dt = b]l_l:nm[ e ]o = bl{::lm[ e+ l]- 0+1=1

b) r(2)=;[t-e-' dt = lim hjt-e-' dt = blllin”[-(t+l)~e"]: = lim [- b+ e +1]=0+1=1,

weil lim (b+1)-e™ hm b—+b1 = lim — =0 ... Regel von de "Hospital
bowo - by e'

c)rQ3)= ]t’ “tdt = Jim jt “tdt= Jim [—(t2+2t+2) e-‘]" =

= lim [-(b2+zb+2)e +2]_0+2 2, weil lim (b2 +2b+2)-e~® =0 ... de I'Hospital

t—>o t—o

@ b
= ft-e*tdt=lim [t-e*'dt=1lim |-{f+L)et| = tim |-[2+L)est+ L
a) F(s)—ft e dt_bh_r)rLJt et dt l}1_1)1'1@)[ (s+ 2) e ] bh_n;no[ (s+sz) e +s2]

s 0

b= C hm b-e™” =0 auf Grund der Regel von de I’'Hospital

= 0+ —=i2 weil lim 2.¢”
bow s S bow

S

1
2
@ b ) b
I =3t eds.t dt = lim Ie—(3+s)-t dt= lim|-——- e-(3+§)..i| -
0 b b— s+3 0

1 . [-
=——-1 (+s)b ~lf=-—-(0- p=—L_
s+3 bl—?:o[e ] ( ) s+3

b) F(s)=
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b

[——— -(s-sint+cost)-e” ] =
S

0

6.72 ¢) F(s) = jsmt -edt = lim

bow

1 1
- lim |(s-sinb+cosb)-e™* o-1|=——
s241 b [( ) s2+1 ] s2+1
b
d) F(s) = J'cos 2t-e~S'dt = Jim [ 21 -(2sin 2t —s-cos 2t)-e""] =

=——- lim |(2sin2b- 2b -(-
I blm [( sin s-cos2b)-e ™" —( e

Mathcad:

Hier ist zu beachten, dass das Integral nur existiert,
wenn s 2 0. Dies muss mitgeteilt werden!

+s]=——
s2+4

'l;[cos(t%)'e""']dtls >0
JCcosC2t)*e"( s+t ), t,0,
[MAIN RAD AUTD JNC 1/

r cos(2t)-¢ 14t annehmen,s 20 -
0

2
x> 1s>0 s +4

© b b
6.73 p=jt-x-e““dt=x~ lim jt~e'*"dt=x-1im [-(1+—‘2-)~e'“] = lim [-(9+x)-e-“’+l]
5 b—)coo b Ao A

0 bowo A
—o+lolo_ 1 5000 h; hier wurde verwendet, dass lim b-e™® =0 (de I’Hospital)
A A 0,0002 b
674 L[ ax=1. lim dx+1 lim [ dx=
n _ml+x2 T as-w J14x? T bow 1+x2
L 11m [arctanx]°+— lim [arctanxL =— (a.rctanc (—g))+—— (——arctanc):l
T

b
675 &) [ dx = lim [-L] = lim [-L+1]=-o+1=1
¢ (+x) boeo| 1+x bow| 1+b

b [——5 7 dx [ ] [ 1 +1]=—0+1=1
(l+2 ) b->°° 1+2x +2b
3x+1 . 3b+1 .
- = lim |- =-0+1=1 (de I’Hospital
6[1+x)4 b-m[ (x+1)3]0 b—m[ (b+1)} ] ¢ pital)
b
j [- 4"*‘2] = lim | -—22*L_41|=—0+1=1 (de I'Hospital)
H o, @x+1)* [, b (2b+])
@ b
1 1
- lim < farctanvx [, ==+ Z- =1
T 5[(1+x)~/_ b T '[(l+x)\/_ e [am J_] ( )
@ b
1 —x/2 T 1 La—X/2 T l._ La—X/2 b_
f)z Ix dx = bllxglwz Ix € dx—bll_t'nmz [ (2x+4)-e ]o-

0 0

= lim Z'[‘ (2b+4)-e72 + 4]= %-[o+4]=1 (de I’Hospital)
Y
. Uy - 8) . - Uy .. _ b
676 Q= Eldt= ETOe ‘/Rcdt=T"~blix;nm7 J:e '/Rcdt=?°-bll_t'nm [—RC-e t/RC]O =

Y0 tim [_RC~e“"/RC+RC]=U0-C-[-0+1]=C‘U0
R btow
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7 Anwendungen der Integralrechnung

7.1 —. 76 45 15
y 8 71 y‘ y1
'f ' 05
5 85 0 b
-0.51
3 2 P uy; X -1
LI 11 £ 45 |
zub) zuc) zud)
2,5 3
a) 2x+5=0=>x=25; A, = j(-2x+5)dx =30,25; Ay = j(-2x+5)dx =225; A=A+ A;=325
-3 2,5

b)x+x2=0= x;=-2,x=1; A=

C)A= Tsinxdx =2
0

1 2
J(x? +x=2)dx|+ f(x? +x—
-2 1

9 11 19
=24 =—"=6,333
2)dx 2+6 3

3 %2 3x/2 2%
d) cos x =0 fiirx; = z sowiex2=—u;A= Icosxdx+ Icosxdx+ Icosxdx=1+2+l=4
2 2
%2 3n/2
; v ] ° e 7
4 / 4 ] Ye I
5 / 2 4 -
4 X o A 4 2 o P bbb
Z X 2
. 70.1 1 8
-3 -2 -1 0 1X 2 ’ & B ’13
Zue) zuf) zug) zuh)
1
A= [(x*+3)dx=12
-2
-1 (] 2 5
2 = — — =. = —_—t—=
D) x(x-2)=0=>x=0, x)=—1, X3 = 2; __!f(x)dx +:!f(x)dx+ jf(x)dx =Sty =617
! 2 119
g x(3x+2)=0=>x=0,%=1,x;=2; A= jf(x)dx + jf(x)dx jf(x)dx = 772
1]
h) x-(-4x +4)=0 > x,=0,x3=x3=2; A= jf(x)dx =B .3 s
2°4 6
5 ? %/2 =
? DA= [feodx+| [f(x)dx|=1+1=2
951 \[ [ 0 2
T f Al 2 2 4
1 fo | a A f1-x2 2_ =Z4-=2;
v s b3 6[(1 x)dx+lj(x Ddx=Z+5=2;
i | A=22=4
b -3-2-1 01 x3
zu i) zuj)
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7.2 Yo +5 +5 g
117 ] ; )
4 \ 85 <
N X
- 4 0 P \# 2 D )
i \
$ 4 2 0 X b
T2 01 2,0 5 +5 t
Zu a) zu b) zuc) zu d)

2 2
a) f(-x) = (—x)2 =x*=1(x), d.h. gerade Funktion; jf (x)dx=2- If (x)dx=2 g =5,333
-2 0

n
b) f(—x) = sin(—x) = — sin(x) = —f(x), d.h. ungerade Funktion; Isin xdx=0
-
L L.
c) cos(—2x) = cos(2x), d.h. gerade Funktion; Icos(Zx)dx =2. Icos(Zx)dx =2.0=0
0

1
d) (=x)*H—=x) = 2 —x #X* +x, d.h. weder gerade noch ungerade; If x)dx=——+>==
-1

[ e) sin(—x)-cos(—x) = — sin(x)-cos(x),
®
d.h. ungerade Funktion; Isinx -cosxdx =0

-x
f) (—x)4 — (%) =x*-x%, d.h. gerade Funktion;

]I(x‘—xz)dx=2-;[(x4—x =—%

P
oo

zue) zu f)
o T DRI SRR |
7.3 Parabel: y=ax"; firx=4isty=2:2=a4 =>a—§; A|—2-I§-x dx=?1stderlnhaltder
0
Fliche unter der Parabel; Fl4che iiber der Parabel: A; = 8-2 — 16/3 = 32/3
3
7.4 Ander Stellex =3 isty = v2-3 = /6 . Fliche unter dem Graphen: [v2x dx =2-v6;
0

Fliche tiber dem Graphen: 3- J6-2-J6=6=245

‘-

] 6

-1 0 P Z—X-a 4

_2 2

-3

-4 X
‘ [ [ _ [ xf

o i3 - 2

Zu a) zub) zu c)

2
a) Part. Integration: [(2+61)-¢™*dt =~(6t+8)e*+C; [(2+6ve™ dt=[-(6t+8)-e [ =5,203
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.5 b)x-sinx=0 fiir x =n; part. Integration: Ix -sinxdx =sinx —x-cosx +C;
el v
u Vv
[sinx—x-cosx]z =x, [sinx—x~cosx]:" ==2n-n=-3n; A=n+|3n|=4n=12,57
c) Kein Vorzeichenwechsel; Integration siche 6.46 a): Ix ‘Inxdx = [XT (2 Inx- 1)] =14,12
1 1
y 1 7 1 n
7.6 a) Isinxdx:;- Isinxdx;—cosb+1 = 5-(0+1);2cosb= 1; b= 3 =1,05
0 0

y 2 2 2 3
b) Isinxdx:;- [sinxdx; —cosb+1= 2 (0+1);cosb= =5 b=0,927
0 0

b 1 4 b3 32 20 20
24x =—. [x2 2 _=2< y y
77 a) 6[x dx—2 6[x dx, d.h. 3-3 oder s fua s b b

b=%32=3,17; Gerade: x=3,17 0

10
b) Die gesuchte Gerade schneidet den

Graphen an der Stelle b; 5 5

b 4

jx’dx+(4—b)-b2=l-j’x2dx,d.h. _ _

2 0 1 4,5 0 1 b 4.5

—+(4-b).b2 = 32 oder b — 6b% + 16 = 0, kubische Gleichung fiir b = b=2 (etwa durch
gezwltes Probleren), Gerade: y = b’=4

2 1
7.8 = jlnxdx; jlnxdx =[x-nx-1]'=1(n1-1)-a(na-1)=-1-a(lna-1)<0;
1 a
2
Ilnxdx = [x -(Inx —1)]12=2-1n 2 -1; damit: |-1 —a:(Ina—1)|=1+a(lna—1)=2:In2 -1 oder
1
a(lna-1)=2-(In2-1) = a=0,263 (etwa durch gezieltes Probieren)
7.9 Obere Fléche und untere Fliche sind inhaltsgleich: 157
x/2 y
Icosxdx —-b-cosb = b-cosb+ j'cosxdx dh. 1""'T'"w~,ﬁ_
0.5 )
sin b —b-cos b =b-cos b +1 —sin b oder 2:sinb=1+2b-cosb \%\5 oosb
= b= 1,202 (etwa durch gezieltes Probieren); 0 05 1 1. Nﬁ
Gerade: y = cos b=0,360 osl

7.10 a) Schnittpunkt P: x*= v16—x> oder x*=16 —x%; Subst.: u=x
ergibt w+u-16=0 = u; =3,531 (uz =- 5,531 nicht mdglich);
x*=3,531 = x; = 1,879; x,=-1,879; y=x,2=3,531;

P(1,879/3,531);
1,879
A=2. j(Jls x? -x )dx f(x) = V16-x* —x2

Keplerformel: A ~ 2. 287 ‘879 -(4+4-3,00544+0)=10,03.

Genau auf 2 Nachkommastellen 10,04
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.10 b) Schnittpunkt P: x* = Z 3. \16-x2 oder 16x* = 144 - 9%,

7.11

712

713

7.14

Subst.: u= x> ergibt 160 +9%u—144=0 = u; =2,732
(w=- 2 732 nicht méglich); x2=2,732 = x; = 1,653; x,=-1,653
y=x; 2=2732; P(1,653/2,732);

1,653
A=2- | G-«/ls-xz —xz)dx;f(x)= %-Jls—xz -x2;
0

1, 653

Keplerformel: A ~ 2- 222 .(3+2,25216+0) = 6,62

T 8,.-9,-(1-¢)]dt= 1im9:e-'/*dt=sw T
I[ ( )] b—w I
0 0

a) x(t) = -1/t%; s 300
2 21 y4 \\ na y
A= [y-xdt= —I;dt =[Intf = 0,693 3 200
1 1 9
b) x(t) =2t; : 100
[ —

A=2f}")‘(dt=2'2it4dt=%‘[tskx=3917 '0 05 1 15
0 0

n/2

wn/2
x(t)=-a-sint; A=4- [y(t)-x(t)dt =
0

-4.a-b- jsinztdt =a-b-xw; Integration Isinztdt
0

siehe Aufg. 6.31 a); negatives Vorzeichen des Integrals wie in Aufgabe 7.14 a)

-2

—4- 6
Zu a) zub) zuc) zud)
%/2 /2 15
a) Iy xdt=-15- Isinzt dt = —Tn , Integral negativ, weil die Integration (bei y > 0) von
0
x =5 bis x =0; Integration j’sin2 tdt siche Aufg. 6.31 a); A= 4-|-15n/4| = 15m;
2x 27
b) Iy(t) -x(t)dt = j(l —cos t)2 dt = 3= ; Integral positiv, weil die Integration (bei y > 0) von
0 0
x =0 bis x =2x; Integration Icosz tdt siehe Aufg. 6.31¢c); A=3=n
x/2 /2 /2 5
c) Iy(t) -x(t)dt = Isin(zt) -costdt= IZ -sint-cos?tdt = §; Integral positiv, weil die Integration
0 0 0

(beiy>0) von x=0bisx=1; A= g, Integration von t = 0 bis t = 2% wiirde 0 ergeben!

aulN
N

/2 n/2
d) Iy(t) x(t)dt =- Isin(Zt) -sintdt=- I2 -sin?t-costdt= -—% ; Integral negativ, weil nun im
0 0

Gegensatz zu c) die Integration von x = 1 bis x = 0; A = 4-|-2/3| = 8/3;

117



7 Anwendungen der Integralrechnung

/4 n/4 x/4
714 ) Iy(t)-}'((t)dt: jsint~200s(2t)dt=2 j 2cos2t—1)-sintdt=
0 0 0

= 3 . («/5 -l); Integral positiv, weil Integration von x = 0 bis x = n/4;

x/Z
I sint-2cos(2t)dt =-= \/_ Integral negativ, weil Integration von
n/4

x=n/2 bisx=n/4; A= 4-[%-«/'—;(«/5—1) =§,g1eiches Ergebnis wie c) oder d)

115 |a) [\ y by b v| \ ) N Y y
2 \1 TR z ' ”
t : t jt 112 3
A 1 LK
/ z \gu fi 0/1 e B\ 31—
1 falx 3

Py
CJ U

1
B fx)=g®) = xi=-1, %= 1; g2 fWin[-1, 1, A= [e)-f00)dx = [-2x)ix =3
-1

a|
3

b0 =800 = xi=1,%=3 g6 2f9in[L, 3] A= [lgC0-f(0)ix=3
1

c)x3—3x=x2—x oder x3-—x2—2x=x-(x2—x—2)=0= x1 =0 sowie X =—1 und x3 =2 als
Lasungen von x>+ X — 2 0; f(x) 2> g(x)in [-1 0], g(x) > f(x) in [0, 2];

0
8 37
_{(ﬂx)—g(x))dx I(g<x) -f)dx =35 A= +3=37
y, o | [ ][ n |y, 4
L b d Iﬁ
AN/ ErEALA P! bx NI/
N, a0 L Ak
' i) ‘ y
B 2 4t o | xp A - Ry 0 ft R xB

1
d) fx)=gx) = x1=-2,%=1; gx)2f(x)in[-2, 1], A= j(g(x) —f(x))dx = 3

e) f(x) = g(x) oder x3 257 -8x =x-(x*+2x-8)=0=> x; = 0 sowie X, =—4 und x3 =2 als
[bsungen von X +2x —8 0; f(x) = g(x) in [—4 0]; g(x)2f(x)in [0, 2];

I(f ) -g(x)dx =2 j(g(x) —f0)ax=12; A= % + ? - ?
f)f(x) g(x) oder X’ —x*- 2" x(x*~x-2)=0= x;=0sowiex,=—1 undx3 =2 als
Losungen von x> —X — 2 0; f(x)>g(x)in [_1 0], g(x) > f(x) in [0, 2];
j 8 37
_J;(f (x)- g(X))dx == [(g(x) f(x))dx =2, A= E 1 5
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.16

717

7.18

sinx = cos x; Division durch cos x ergibt tanx =1 = x; = n/4 y ! y/ w\f(,
und x, =x; + 7t = 5nt/4 als erste beiden positiven Schnittstellen; 05 \ \

su/4
f(x) > g(x) in [n/4,57/4]; I(sinx—oosx)dx=2w/§ 0o\ E'\ /;5

A 05 gb¢

-

INT /] ol LAN oy,

0 \\2 j/ h 0o B B \;\ 215 u/u5 1 \\

05 i 05 N X 05 ' \
\/ N ' /

-1

)
x

-1
n/2
a) sin(2x) =0 = 2x =0 sowie 7; damit x = 0 sowie n/2 =1,57; A= Isiandx =1

0

3In
b) sin§ =0 = X =0 sowie n; damit x = 0 sowie 3n =9,42; A = Isin%dx=6
0

3
1 i+l (/3 2
¢) sin(3x-1) = 0 = 3x-1 = 0 sowie «; damit x = 3 sowie e 1,38; A= Isin(3x -Ddx = 3
13
2 4 3
d) y e) yﬂ . n y2 A\
TN 7 2 \ ) \ /
\ / \_| / \ [
0 z\ 4/ . , 0/ R 4\ P B O \\2 //3 x P
- 7 / \L/ -2 ==
-2 -4 -3

d) sin x + cos x =0 oder nach Division durch cos x: tanx=-1= x= —% +n= 37“ =2,36 sowie

Tn/4
I(sin X +cosx)dx
3x/4
e) sin x — 3-cos x =0 oder nach Division durch cos x: tanx =3 = x=1,249 sowie
4,391
x=1249+1=4391; A= [(sinx -3-cosx)dx = 6,32
1,249
f) 2-sin(2x) + cos(2x) =0 oder nach Division durch cos(2x): tan(2x) =-1/2 =
2x =-0,464 + 1= 2,678 sowie 2x =—-0,464 + 2n = 5,820, damit x = 1,339 oder x =2,910;
2,910
A= I(Z -sin 2x + cos 2x)dx
1,339
f(x)=|x2—3x|=x2—3x,wenn x2—3x20; - 5
dagegen ist f(x) = |x* - 3x| = «(x - 3x), wenn x> —3x<0; "
Nullstellen: x* - 3x = x(x-3)=0=>x,=0,x=3; 3
x*—3x <0 fiir 0<x <3, auBerhalb ist x>~ 3x 2 0. &
Integrationsgrenzen: |x2 -3x|= x*=3x =4 oder
¥ -3x—4=0= x3= -1, x4 = 4; innerhalb der Integrations- 5 —
grenzen ist g(x) = 4 > f(x). X

R L o e e

=242

x=-%4on=T" _550, A=
2 4

=224
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7 Anwendungen der Integralrechnung

119y =—4x+4 > =y (D=8 k=y()=-8 -

7.20

7.21

7.22

P(-1/yp); yp = —2:(=1) + 4(=1) — 3 =-9; analog Q(3/-9); Ys )é
Tangente tp: -9=8-(-1)+d = d=-1; y=8x-1;

Tangente tg: y =—8x + 15; T Y A <[
Schnittpunkt R der Tangenten: 8x — 1 =-8x+15 = [N \ Q
x=1R(1/7); /1 \
1 3
A= fx-1-Fox? +ax-3faxs [axe1s- (2 rax-sfac== $4 1210
-1 1
vy, 6
C—— 2
n : :
2u7.20" 4B 12_1_,_‘;[: ] zufFgi—T
X 2 8 f1. b o
: I
zn.r_LZLF\ 5 /
h
h r . h? y 2 r? y3 i S 2
y=:'x = x=F'Y, V,=r7-(_!y dy=ﬂ'h—2 T o—ﬂ'h—z'—3~=§'1l: r“-h

3
a)V, == j’(x+2)’dx=§-[(x+2)’]f, =2.(25-8)=9n
0

5
5
BV, == I(y_z)zdy=§.[(y_2)3]2 =2.@7-0)=9n
2
a) Erzeugende liegt auf der Geraden y = f(x) durch P(0/r) und Q(h/R):

-_— 2- 2 -_—
y? =%+2-¥-r-x+rz;

h 2 .2
_ (R-1)*x R-t 2) 4
Vx-n-;!(h—2+2~—h “TX+T )dx—

y=f(x)=¥-x+r;

- 2. 3 — h .
=,,.[(R3$+¥.,.xz+rz,x] _mh,

b) Erzeugende liegt auf der Geraden y = f(x) durch P(r/0) und Q(R/h):
y = L X - ﬂ
R-r R-r

— 2. 2 —
x2= R0y 5 Ror
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.24

b2 2). 2-b%-m
a)y a—z(a -X ), V= a? (;[(a -X )dx— / b
I
262 2 x> * 2% 3 a’ 41rab2 x
= 2 a ‘X—— = 2 -la” ——
a 3o a 3 a
a 22w (2 o 2a%n b2 y?
by k2= (b2-y?); V, = . [b? —x?)ay = = [ v
0
2 2 157 2
a | vy b) y c’y1 BN d)y\
4 1 1 A 1T\
N \\ i . \J/
£ 1 o x P 0 b x B 0§ By B 0 P 0§ b xP
-05
t -1 -1
-1
2 -2 -15 -2
w® S| l6n
) y?=1-2x2+x*; V=21 j(l 2x2xt Jdx ==2m | x -2 4 X | 2107554
3 5 0 15
2 2
1 dx 1 n
b 2:—; V=ra |—=-7n:|-| ==
)y x? r IIXZ r [X]l 2
" T 1[2
¢) y* =sin’x; V=1t~jsinzxdx=5~[x—sinx~cosx]’(',=7
0
2n . 2n
d)V=1t-I(l+200sx+coszx)dx=1t~[x+25inx+—;—+¥es—x] =3n?
0
0
e) \ ¥ / n y 9y
& 4 05
AT
L/ N
¥ 1 0 B % b B2 P kxp {1 2 /BB
& + -0 N —
2 3 n [e® e ’
Oy =¥ +2+e™); V=Bl 2o Jax =D oy ox -S| =3263
4 4 2 2 2 o
2
2 4 dx 2% du
= V=8xn- yu=e’; dx=—;
Dy +2+e 6[ e 42+ 2u
-2
du “t du 1 1
V=81 [———  —4g. [—=_= =—4r- =6,057
" “j.‘2u~(u+2+l/u) 'I(u+1)2 [u+l] [e2*+1]2
3 4 273
= (3= SRX 3| J3m
g)V—9 J(x 6x? +9x)dx- [4 2x° + > ]0 n
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.25 a) 025x%=1 = x1=-2; X,=2; y'=§; L#nge des Parabelbogens: ;
2 xz 2 2
s=2 "1+de=] 4+x2dxsg-[2+4-w/§+~/§]=4,59;
0 0
Gesamtumfang u = 4,49 + 4 = 8,59 B2 1 01 2,9
312 1
b) A=2 j(l 0,25%2 Jdx =2 [x—ﬁ] =§ xt=4y; V=n[dydy=2x
0 0
10 40
726 8) x? =—e-(y2+25); V=22 (42 +25)ay = 222 2032 Y7
25 25 0 3 \ i [
b) y=i%~w[x2—4; %-«/x’—4 =10 = x,= 245 =4,472; \ 1/
245 2
A=2'(10'2-«_/§—%' Isz—4de; 6 4 2 0 2 4,6
2

A 252
ij2—4dx~ <2 [0+4-1,6894+2.2,544 +4.3295+ 4] = 5,979
2

A= 2-(10-2 5 -% - 5,979) =595 (genaues Ergebnis: 59,2)

V 140n  4n '
c) 2= =3 j(yz +25)dy; h®+ 75-h— 875 = 0 = h = 7,03 (durch gezieltes Probieren)
[}
2
727 y=40—lxﬁ=0 = x=60-v2 =8485 y=-> yjﬁ
6042 2 6042 30 ™~
= I‘,Hx—zdx:%- j«/9o’+x2dx ~ 20
10
N
9‘06°‘/— [90+4. 9950+12369] 96,1 m R TR T
b b
7.28 j‘coshidx=[a-sinhi] =a-sinh 2
0 a a, a
7.29

2% 2x
a) x=r-(1-cost); y=r-sint; s= I‘/rz-(l—cost)zﬂz-sinztdt=rw/§-I 1-cost dt =

=r42- HZ sin —dt-r«/_«/_ Ism dt= Zr[ Zcos] =2r-[2+2]=8r

b)x=—3a-cos t-sint; y=3a-sm t-cost;

e 2 1 */2 1.1
s=...=4:3a: I(sint~cost)it=6a~ Isin(2t)dt=6a-|:——oos(2t)] =6a~[—+—]=6a
) ; 2 0 22
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7.30

7.31

7.32

733

7.34

x=30-25-cost; y=25-sint; 60

%% +y% =900-1500-cost +625-cos? t + 625-sin? t = 40
=900-1500 cost + 625 cos? t + 625(1—cos? t) =1525-1500- cost 20
2z T ! N N " J
=25(61-60costy; s= [fx2+y7dt=2. [i®+32dt= o 50 1h0 150,200
0 0

"
=2.5. J6l—60-costdt~10 - [1+4 431+2.7,81+4-10,17+11] =223,9 cm (genau: 223,0)
0

%2
y' =cosx; s=2- | 1+cos2xdxz2.%-[1,414+4-1,361+2-1,225+4-1,o71+1]=3,82
] )

/2
2) X(t) =cost; y(t)=2-cos(2t); s=4- [/cos’(t)+4-cos?(2t) dt ~
0

~4. %/% -[2,236+4-0,689+2-0,707 + 41,465+ 2] =9,56. Genau auf 2 Nachkommastellen: 9,43

%2
b) X(t)=—-2-sint; y(t)=2-cos(2t); s=4-2 j Jsin?(t) + cos(2t) dt ~

"/2 [1+4-0,804+2-0,707 + 4. 1163+l4l4] 12,25. Genau auf 2 Nachkommastellen: 12,19

¢) x(t)=2-cost; y(t)=-3-sin(t); s=4 IJ4~cos2(t)+9-sin2(t) dt~

~4. "/2 [2+4-2,175+2-2,550 + 4-2,875+3]=15,87
y=0 = x12=£20; y --i, s-— \/x +1600 dx~i-—-[40+4 41,23 +44,72]= 41,61

a) dA=ydx= (——b X+ a) dx (siehe Abbildung),

b
A= J(——g-x+a)dx=a;b
0 b 2

b) Flichenelement fiir das rechtwinklige Dreieck OPQ (siehe
Abbildung): dA = ydx = 2% xdx;
a—c

@2, =2h
A = I 1 oxdx = °.h; Flichenelement fiirdie YL%(@<) Y~ ac

5 a=<c ol_¢c S

3
rechteckige Teilfliche PRSQ: dA = h-dx, b b I
I
\

(a+c)/2 T+ dA
A,= [hdx=h-c;A=2A1+A =20 dl

@02 X XZub)




7 Anwendungen der Integralrechnung

735 2) 4V =ny2dz=n(r? -2?)dz (siehe Abbildung);

V= Iﬂ:(r -z )dz_2_1l: 3
b) dV=y’dz (siche Abbildung); s
2. Strahlensatz: (hz):h=y=a = y=a.(|:l-z);
h 2 h gy
V=J[M] dZ=l.a2h v
ot b 3
—a_JYy
° 27*® 2 y
7.36 a) xs=l. X dA=i J'x bdx=l-b- x° =1.a_=§_’ b
AR ab g ab 2], a2 2
l 1 b 1 xz b 1 b2 b
ys=—-|y-dA=— yady=_.a.[_] 10 b
AX ab 6[ ab |2 b2 2 .

b) Lage des Rechtecks wie in der Abbildung; Funktion: y = b;

1 x2]* a,
Xs_-;-(!x.ydx IX bdX—E [2]0—5,

= 1 T 2 — 1 r 2 _ b2 a_ b _b
Ys=2a Jy dx="ab Jb b= klo=570=3

7.3 a) xs = 0 (aus Symmetriegriinden); A = %; da=2x-dy
h-y _x _c(h-y),
2. Strahlensatz: = o2 = Xx= h

—_—

h
=L fv.da=2.y. -4 fy.et-y) o
¥s=o I;[y dA=" [y 2xdy=—— 6fy by

0

h - 2 37h
2 2 ho 1
=h—z'IY'(h—y)dy=;;~[h-y——y—] =33 a’-c?/a
0 0

2 3

b) Lage des Dreiecks wie in der Abbildung; xs =0 wie in a);

2—h x+h fir -S<x<0
Funktion y = 2h 2
-—-x+h fiir OSx<5
/2 2
1 2h h h h ..
yS—— Iy ch I(— x+h) dx+a' J(—T'X"'h) dx—g"’g—;,melna)

Integration durch Substitution: u=2-h-x/c+h bzw. u=-2-h-x/c+h
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7.38 y 5 wa) y 2 2ub) y 37 ao wd) y'°
4 15 ) 8
3 6
2
1 05 !
0 1 -2 -1 1

3

a) A= j(x -2)%dx =3; xs—%‘[ (x-2)*dx =0,75; ys-— j(x 2*dx =11; s(075/11)
0
3

e

b)A= jlnx dx =130; xg =

=3 59 dx =0,40; S(2,27/0,40)

W | —
‘.cl

0 A= J’J’ dx——, xs—l:; J”zdx=2,66;---ys=%~ jx dx = 0,80; S(2,66/0,80)
1 1

1
- CA - 2136 v =L fx.vde=_1- LI _
d) y=-3x+3; A—_‘[ydx—13,5, Xs =03 —j;x ydx =-1; ys— jy dx =3; S(-1/3);

2 1
y X y ug)
-2 05
-4
zuf)
_6
60 05 1 1.5x

¢) Hier — wie auch in f) — bildet y = 0 die obere und y = —(x* + 2)/2 die untere Begrenzung.

3 3
65 6 3 2.2
= =—1 =— . - = . = — - =— 4 —1 4 .
A _{ydx =X 65__[x (0-y)dx =0,98; ys 65_{(o y?)dx = —1,04; S(0,98/-1,04);
3 1 2 3 1 3
A= jydx =ixs =12 jx-(o-y)dx=1,95; ¥s=15° [0 -y*)-dx=-1,61; 8(1,95/-1,61)
0

n/2 /2
g) A= Ismxdx =1; xg = Ix sinxdx =1; yg =%- Ismzxdx=0,39; s(1/0,39)
0

3
= = . =_. . = : =L- 2. = .
h)A__jlydx_31,72, TR _jlx ydx =167; ys 2 _‘!'y dx =5,61; S(1,67/5,61)

7.39 5T ub)

2 -1 0 1 2 3
a) f(x) =x%, g(x) =—(x+1)> + 5; f(x)=g(x) = x;=—2=a; x,=1=b;
b
g(x) ... obere Begrenzung, f(x) ... untere Begrenzung; A = I(g(x) -f (x))dx =9;

1" 15 2 2
Xs =y .I g0 - £(0)Jdx = -0,5; ys=2—A~I(g (x)-£2(x))dx =2,5; S(-0,5/2,5)
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.39 b) f(x)=g(x) = x1=-0,540=2a; x,=1,488 =b; x3=2,618=c;
b b
unteres Flachenstiick: A, = I(c" - 2x2)dx =1,544; xq = AL Ix . (e" - 2x2)dx =0,42;
a b a
L b
ysi =30 fl —4x*)ix =122; 51042/1,22)
1

oberes Flachenstiick: A, = ]'(sz —e*Jix = 0486; x5y = cjx ox? et Jax =2,09;
b 2
c

Yo = ﬁ . .‘!(4)(4 —e* )dx =8,64; S(2,09/8,64)

b
¢) fix)= —x2-2; g(x)=-0,5x-5; fix) = g(x) > x1=-1,5=2a;x,=2=b; A= I(f (x)- g(x))dx =715;

>|-—-

b
- [x-lfe0-g(0lax = 0,25; ys——— I(fz(x) ~g2(x))dx =-3,9; (0,25/-39)

d)sinx=x2=>x| 0=a,x,=0,877=b; A= sinx—xz)dx=0,136;

a
Xs =%.l}x.[sinx—x2]dx =0,44; yg =%~}(sin2x—x4)dx =0,33; 5(0,44/0,33)
a a

7.40 1<x<5: obere Begrenzung Gerade y, = 7x/4 + 1/4 durch A und C;
untere Begrenzung Gerade y, = -x/8 + 17/8 durch A und B,
5 <x <9: obere Begrenzung Gerade y3; = -2x+19 durch C und B; untere Begrenzung Gerade y, .

5 9 5 9
1
A=I(YI-YZ)dX+I(Y3—YZ)dx=15+15=30; xs=X'[Ix'(Yl'3’2)dx+Ix'(YB‘Y2)dx =
i 5 i 5

_1 TR W RN —4. .
=30 B5+951=5; ¥ “K'[J‘y' —yz)dx+sj(y3—yz)dx = 5o 125+115]=4; S/

Kontrolle: xg = 1+9+5 =5; Xg= 29 _y

7.41 a) Gerade durch die Punkte (—3/0) und (4/5) als obere Begrenzung: y; = 5x/7 + 15/7; Gerade durch
die Punkte (—3/-2) und (4/-2) als untere Begrenzung: y, =-2;
4
A= 72+7 S_Q_sl 5 (Rechteck und Dreieck); xg = 31'5- [x- (57" —-(-2))dx—-——1 15;
7 3

63 7

b)A=4.4+ ité 2 =26 (Quadrat und Trapez); xs =4 aus Symmetriegriinden;

Ys=az | [(5_" _) -(-2) ]dx=%=0,48; $(1,15/0,48)
-3

obereBegrenzung.y 6 firl<x<7;
untere Begrenzung: y=-2x+8 flir 1 <x<2, y—Oﬁlr2<x<6 y=2x-8 fir6<x<7,

Vs =55 [j(sz-(—zxars) )dx+j(62-02)dx+j(62-(2x 8)2)dx]—318 S(4/3,18)
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7.41 c) Ermittlung auch durch Zerlegung in Teilflichen, etwa wie folgt:
A= 23 A= 15 A= 18 A=A+ At A= s

8,(x,/y))= S|(0—§+0/0+g+3) = Sl(%s/l);

Sz(xz/h):Sz(%s/%); Ss(xs/)’s)=ss(%/0)§

_XUAi+Xp-Ar+xy-A; 46 .oy YrAL+YaArtys-Ay 10
Xg = A =-3i= -0,57; yg 2 > -0,37
d) Emittlung auch durch Zerlegung in Teilflichen, etwa wie folgt:

A1=8 A=16,A3=16; A=A +A;+A;=40;

sl(xl /YI)=SI(0—;+0/O+2+4) =S|(:3i/§) 5

Sz(xz/}’z)=sz('2/‘2)§

S, (x /y3)=S3(0+0+4/0) =ss(§/o);

3
- Xy 'Al +X2'A2 +X3'A3 -
A

Xs

8 _ oy _YUAI+Y2rAp+yz-Ay 8
T -0,53; ys \ ]5——0,53

742 a) A=Z.(3600-3136)=116m; =¥ =58;
Flichenelement dA = (R - r)-rp-da = 232-da; P ist sein Schwerpunkt;
dMy = rp-cosa-dA = 13456-cosa-dai;
dM, = ry-sina-dA = 13456-sina-dot;

n/2
1 "j* 13456
=— M = . = A ;
Xg = ﬁd Y = iTen !cosa da=369mm
Q.

1 j _13456
A X 116=
b) A =-3;£-(3600—3025)= 1354,81; 1, =

dMy = rp-cosa-dA = 16531,25-cosa-dot;

2n
1 16531,25 _ o
Xg —X-:‘]dMy = T354.81 ‘#J;cosa'da—-IZ,me, ys =Xs; (12,2 mm/-12,2 mm)

/2
Ys = . Isina -da=36,9mm; S(36,9 mm/36,9 mm)
0

@,

R+r

=57,5; dAA=R -r1)-1pdo =287,5-doy;

¢) A= %(4900 -4225)=1069,29; 1, = R; L-67,5; dA=(R - t)tmeda = 337,5-doy;

xs =0 mm aus Symmetreigriinden; dMy = rp-sina.-dA =22781,25-sina-da;
1 "j _22781,25

Y= I e 81
743 a)r=45;A=(I/8)-nr?;

dA= %-r’»da (Flicheninhalt eines Kreissektors = Bogen r-do mal Radius gebrochen durch 2);

=
. J‘sina -da=43,0mm; S(0 mm/43,0 mm)
0

dM, = Abstand des Schwerpunktes von dA von der y—Achse mal dA = % -r-cos o-dA;

dM, = Abstand des Schwerpunktes von dA von der x—Achse mal dA = -§-~r-sin a-dA;
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7 Anwendungen der Integralrechnung

7.44

7.45

7.46

x/4
Xs _1 IdM ‘iz IZT cosa- L r? da.- [sma]"/"-—f -r=27,0mm;
A nr 0 3 2
¥Ys =i- dex =—2 Izr sina- L r? da=£‘[—cosa]g/“ =4 2-V2 .r=11,2 mm
A a Tr 0 3 2 k] 3n

oder kiirzer: tan 22,5° = yg/xs (aus Symmetriegrﬁnden) = ys=11,2mm; S(27,0 mm/11,2 mm)
b)r=50;A=§-1t~r2, —rzda, dMy = ErcosadA de—grsmadA

3n/4
8 r2 1 8r w4 _ 4J'
=2 dM, = —r"da= =10,0 mm;

Xg I P I3 T COSQ.- 2r o= [sm Is ‘T mm;

a, 31(/4 !_
y =L dM —rsma —r da——-[—cosa e _ 4 2+ ‘r=24,2mm
S A x 2 0

Q

oder kiirzer: tan 67,5° = ys/xs (aus Symmelnegrﬁnden) = ys=24,2 mm; S(10,0 mm/24,2 mm)

c) ys = 0 aus Symmetriegriinden; A = (5/6)-m r?; weiter wie a) oder b),
e /6
Xg =1 de -5 I 2 cosa-Lrtda= 2r [sm ]“"/6 =-—-r=-5,7mm;
A o y 51[1'2 6 3 2 5
S(-5,7 mm/0 mm)
Kreis mit dem Radius r = 4; xs = 0 aus Symmetriegriinden;
cos a = 2/4 = o = 60°; daher ist die Segmentfliche

N S SO P
A= o 445_9,83,

Obere Kreislinie y = V16-x2 =2 = x*=12 oder X1 =—2~«/§
sowie x; = 2- \/—3- ; obere Begrenzung durch die Kreislinie, untere
Begrenzung durch die Gerade y = 2:

T }
T ,

yo=! .zﬁae xt)-2? |ax= 2. 2ﬁas x%)-2? |ax=282; S(0/282)

§==——
2A 20

\
Siehe Abb.; y=%-x; ys =0; zs =0; dV=1:-y2-dx; V=%-1t-r2~h; Yﬂﬁ____h_,__,,
3 h 2 3 y r 2
=—.[x.dv= x- xew| = dx =
s Jx oy Jx ny” dx T 6[x u(h x)
h 41h
=2 [Wax=2 2| =2.h=75cem; S(7,5 cm/0 cm/0 cm)
W g 4], 4

x?= %-(y2 +l6); xs = 0 und zg = 0 aus Symmetriegriinden;

v=u5jx’dy=— j’(y +16)dy _‘407"_8794
2

dv =m-x? ~dx=R-(y +16)-dy;

t[(y3 +16y)-dy = 2,05; S(0/2,05/0) 3!
2
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7 Anwendungen der Integralrechnung

747

7.48

7.49

7.50

7.51

y= 1—6—~(x2 +9); ys = 0 und zg = 0 aus Symmetriegriinden;

V= uj'y ax=13E. }(x2+9)dx—44§0"—5213
3

dV=mn- y dx—m—" (x2+9)-dx;
1 16x % s 27 16x [x* 2]
Xs = I dv=v‘T':!(x +9x)dx=m'—9—-|:7+7]-3=0,81; S(0,81/0/0)
22=8y = y,=0,5; y2=-0,5; P(2/0,5); xs =25 =0; ar’s
1”2 1”2 Y x
V=n- Ixz-dy=8-1t- Iy'dy=1t; dV = n:x2dy = 8n-y-dy; <>
0 o , v ) 05
12 112 y
L fyav=Ltogn [yroag=L. o/l A y
¥s =y 6[y v =-8-m ij dy =3 5(0/3/0)

ys =2zs=0 aus Symmetriegriinden;
4 4
V= 1t_..y2 dx =8xn- .[x dx=64n=2011; dV= 1t-y2-dx = 87 x-dx;

4 4
xg =& fx-av =l.s.n.jx2.dx=§; s(§/0/0)
\"/ H \'% 0 3 3

A= Pz—r ; Flichenschwerpunkt: Obere Begrenzung y =-r-x/h +r;

h 2
1 r 2 hr® _h
=—-||-=-x+r| dx =——-——=— oder dieses Ergebnis
Ys=2a" U ) 2hr 3 3 &

aus Beispiel 7.13, Lehrbuch Selte 252;
r r_

V=A-2.myg=PTo g I 2. b = 2094 cm® ~ 2,1 dm®
$7 3 3

a)f(3)= 32=9; obere Begrenzung: y; = 9; untere Begrenzung: y, = X2 Y
3 3
1
A=I(9—x2)-dx=18; xs=K-Jx-(y|—y2)~dx= \
x-0-x?)dix=2; V=A-2mx5=18-2-7-2=127,2

l
80 B H R0 1 2 3 4
X

P(3/9)

c_.\-'

00I~o

4
b)A=j(x+2)dx=16; xs =1 [x-ydx=—- [x (x+2)dx_- V= A2mxs = 234,6
0

2 1

c)A= Ie dx=e?-1=639; Xg = %J‘x-ydx=—

J 639 -e¥dx=1,31; V=A2nxs=52,71

o-—.n

%2
d) A= Isinxdx:l; xs=—- Ix-ydx:—- Ix-sinxdx:l; V=A2nxs=2n
0 A, L
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7 Anwendungen der Integralrechnung

y Zu7.53
S(xslys) “[r
/A\
x\a
S
h

7.52 Siehe Abbildung; A =r-h; xs= % r; V=A2nxs=rh2n. % -t =nr*h

7.53 Siehe Abbildung; S(xs/ys) Linienschwerpunkt, ys = 1/2, M = 2mys-s = nir-s = -V h? +1°
7.54 Siehe Abbildung; S(xs/ys) Linienschwerpunkt; ys = xs aus Symmetriegriinden; bei der Rotation des
Viertelkreisbogens der Linge % um die y—Achse wird eine Halbkugelfliche mit dem Inhalt

A =21 erzeugt: 27-Xs %r =2nr = Xs = %
7.55 Berechnung als Differenz der Tréigheitsmomente zweier Vollzylinder mit der Hohe jeweils h; ihre
Radien sind r; bzw. r,, ihre Massen sind m; = p-h1tr2 bzw. m, =p -hnrz'
1 2 ]

I=~2-~m,'r > M -r? ——p har) ——p har! ——p ‘hx- (r —r-)

Lo b )L g omi) 2 )=§.m.(r, ). m=me-m,

Lﬁsungsvariante dV = 2nr-h-dr (siehe Beispiel .19, Lehrbuch Seite 160 unten);

2_2 2_ 2
I= pIr 2n-r-h-dr= 2p1thjrdr-m(r —r) pnh( 2)5—2-"—=m'r'2r'
5
7.56 Berechnung als Differenz der Trﬁgheltsmomente zweier Vollkugeln; ihre Radien sind r; bzw. r,,
ihre Massen sind m; =p- —r- bzw. m, =p-— 4” s l=%- .~r.2—%-mi-ri2=
=298 5 2 4x S_E 4n 3 ,rf—rf 2 ner _
5P 3 Iy 5P 3 T SP 3 (. I)"as—l’is 5mr3—ri3’m m, —m;

7.57 Satz von Steiner: Is=%-m-R2; I=Ig+m-a’; a=R; I=%~m~R2+m'R2=%'m-R2
7.58 Satz von Steiner: Is=§-m-R2<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>